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  المنطق الرياضي  1

  مدخل 1.1

ين   ن المتعلم ر م بة للكثي يات ت، بالنس اب  ثالرياض ن الحس ر م ر آثي اءا ي دة أو البن  تات المعق
د    . الهندسية العجيبة، متبوعة ببراهين في غالب الأحيان تكون معقدة وغير مفهومة           ا يعتق آم

  .الكثير بأن الرياضيات هي علم يتميز بمعالجة الحالات البحتة المجردة فقط 
  جدر أن نميز في آل نظرية رياضية بين أمريني
 (Contenu).النظريةالأشياء التي تهتم بها أي : المحتوى  )أ
 (Forme).هو آل ما يتعلق ببنية البراهين و: الشكل  )ب

  :يجب أن نلاحظ ما يلي
ا           حالات في   إن أهم شيء هو بنية البراهين، لأنها تطبق         )1 ؤدي بن ا ي ة وهو م  مختلف

اء رياض                راهين  (يإلى اعتبار شروط الصحة من عدمها في آل بن وهو هدف المنطق      ) ب
 .)Logique formelle(.الشكلي

الم     )2 ين الع ربط ب ي ن راهين ولك ي الب دمها ف ن ع ر عن شروط الصحة م ي نعب لك
ي                       ة الت ة العادي إن اللغ ة، ف ات الرياضية المبني ين النظري ا وب الإنساني والفيزيائي المحيط بن

لغة :نستعملها وبسبب غموضها وعدم دقتها لن تكون مناسبة، لهذا وجب إيجاد وسيلة أخرى            
  .ون ملزمين بترجمة الكلام العادي إلى هذه الرموزموسعة، بعدها سنك

  :الهدف من هذا الفصل مزدوج
  .ختراع لغة شكليةإ  )1
  .ترميز قواعد البراهين المنطقية )2

ة   لابد من بداية،نشير إلى أنه آما في جميع العلوم لا يمكننا اختراع من لاشيء ف     مفاهيم أولي
  .مسلمات النظرية و  طريقة الاستعمال،)تعاريف(

  قضية

  القضية هي آل جملة يمكننا وصفها بالصحيحة وإما بالخاطئة
  مثال

1(  30=1x1  جملة خاطئة إذن هي قضية.  
2(  15=1x15  جملة صحيحة إذن هي قضية.  
ة إذن        ،هي جملة  1+100=2000  )3  لكن لا نستطيع وصفها بالصحيحة أو الخاطئ

  .ليست قضية
  جدول الحقيقة 1.2

  .0 وإذا آانت خاطئة نرمز لها بالرمز1ها بالرمز صحيحة نرمز ل) P(إذا آانت القضية 
   و جدول الحقيقةجدول الأعداد

P 1  0  
P V F 

  نفي قضية منطقية 1.3
  تعريف
  المعرفة آما يلي) P(القضية ) P( القضية نفينسمي 
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  .صحيحة) P(تكون خاطئة ) P( إذا آانت  وخاطئة) P(صحيحة تكون ) P(إذا آانت 
 مثال

6 = 3 x 2هو نفيها صحيحة ضية ق )P( 6 ≠ 3 x 2 خاطئةضيةق .  
  الروابط المنطقية 1.4

  "Connecteur"الوصل 

ة  إن " إن الجو بارد"للعبارة ) Q(و نرمز للعبارة   " الجو ممطر "للعبارة  ) P(نرمز بـ    الجمل
P يمكن الرمز لها بالرمز "الجو ممطر وإنه بارد" Q∧.  

  تعريف

يتين   ل قض ية  Q و Pوص ي القض ا     Q و P ه ت آلت حيحة إلا إذا آان ون ص ي لا تك  والت
P صحيحتين معا نرمز بالرمزQ و Pالقضيتين  Q∧.  
  " Disjoncteur "الفصل

  ".ب في نزهةأذه" للجملة Qبالرمز  و" أذهب إلى المكتبة"رة  للعباPنرمز بالرمز 
P تكتب" أذهب إلى المكتبة أو أذهب في نزهة" إن الجملة Q∨.  
  تعريف

  التي لا تكون خاطئة إلا إذا آانت آلتا   وP أو Q بالقضية Qو  Pنعرف فصل قضيتين 
Pمعا نرمز بالرمز  خاطئتينQ و Pالقضيتين  Q∨.  

)P (رئيس للجزائربومدين .  
)Q (بومدين حي.  

P Q V قضية صحيحة لأن Pصحيحة   
  مثال

  نرمز للجملة
  " إما أذهب إلى المكتبة إما أذهب في نزهة " 

 Q إما ،P إما:بالرمز
  ملاحظة

  .exaustif)(أو  inclusif)( فصل متضامن وexclusif) ( فصل مانع من الفصل فصلين
انع           إذ المتضامن يكون صحيحا     الفصل ا آانت قضية واحدة صحيحة على الأقل والفصل الم

  . و واحدة فقط صحيحةلا يكون صحيحا إلا إذا آانت قضية واحدة
  الاستلزام 1.5

  " سأزورك في البيت إن لم أآن منشغلا"
)Q (سأزورك في البيت.  
)P (إن لم أآن منشغلا:  

  .)Q(، إذن )P(إذا 
  تعريف
)قضيتين نسمي القضية ) Q(و ) P(لتكن  )P Q∨ استلزاما وندل عليه بالرمز  

 Q⇒ P  
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  ملاحظة

  . خاطئةQ صحيحة والقضية P إلا إذا آانت القضية طئالا يكون الاستلزام خا
  مثال

)P(  3=2+1 ،) (Q1+3- =2-  
P ⇐ Q و P ⇐ Q قضية صحيحة.  
)P(  23 +2=25 ،)Q( 23 +1=14  
  .خاطئة قضية )25=2+23 (⇒) 14=23+1(

  عكس الإلتزام
 )Q⇒ P( تسمى عكس القضية )P ⇒Q(القضية 

  لإستلزاملالعكس النقيض 
Q P⇒ تسمى العكس النقيض للاستلزام Q ⇒ P   

  كافؤ المنطقيالت 1.6

افؤ المنطق للقضيتين         )Q⇒P(∧) P⇒Q( القضية الرمز    Qو   P تسمى التك   ونرمز ب
P Q⇔  
  ملاحظة 

  .ن صحيحتين معا أو خاطئتين معاالتكافؤ لا يكون صحيحا إلا إذا آانت القضيتي  )1
2(   )Q ⇒ P (⇔ Q P⇒  
  واصخ

1(  P = P  

2(  P ⇔ P ∧ P  

3(  P⇔ PV P  

4(  P ∧ Q = Q ∧ P  

5(  P V Q = PVQ  

6(  )L ∧ Q(= P V (P∧Q) ∧L  

7(  (PVQ)VL=PV(QVL) 

8(   P∧ (QVL)=(P∧Q)V(P∧L)  

9(   P∧ (Q∧L)=(PVQ) ∧ (PVL) 

  )De Morgan) Loi de قضية

   لدينا  قضيتينQ و Pلتكن 

P Q⇔ ∧ PV Q ,PVQ⇔ P Q∧  
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  برهان

  .أستعمل جدول الحقيقة

  المكممات 1.7
  الجمل المفتوحة

  تعريف

  والتي  "x" آل جملة تحتوي على المتغير E جملة مفتوحة معرفة على مجموعة نسمي
  .E بأي عنصر من xتصبح قضية إذا استبدل 

 مثال

1)(  P(x):x<2  
2)(  P(x): x2-1=0  
3)(  P(x,y):x.y=1+x2 

ر             ة مفتوحة ذات متغي ارة عن جمل ا أن نعرف جمل     . y و xالمثال الثالث هو عب ا يمكنن آم
  .من متغيرينمفتوحة ذات أآثر 

  ملاحظة

  .آل الخواص المتعلقة بالقضايا تبقى صحيحة بالنسبة للجمل المفتوحة
  المكممات

  .E جملة مفتوحة معرفة على p(x)لتكن 
  (Quantificateur universel) )الشمولي (المكمم الكلي

  .نكتب اختصارا وترميزا E من xإذا آانت الجملة المفتوحة صحيحة من أجل آل 
: ( )x E p x∀ ∈ 

  .صحيحة p(x) فإن E من xمهما آان العنصر  وهي تعني
  .صحيحة p(x) فإن Eمن أجل آل عنصر من  أو

 . يسمى المكمم الشمولي∀الرمز
  )Quantificateur existentiel( المكمم الوجودي

د   د عنصر واح ن xإذا وج ون  E م ث تك ر بحي ا ن  p(x) أو أآث ب صحيحة فإنن ز ونكت  رم

( ) : ( )x E p x∃ ∈ 

  .∃نرمز له بالرمز. صحيحة p(x) بحيث E من xونقرأ يوجد على الأقل عنصر 

P Q⇔  Q P⇒ P Q⇒ PVQ P Q∧ QP Q P 
1  1  1 1 1 0 0 1 1 
0 1 0 1 0 1 0 0 1 
0 0 1 1 0 0 1 1 0 
1  1 1 0  0 1 1 0 0 



 

8

  ملاحظة مهمة

] إن الجمل من الشكل ]: ( )x E p x∀ ] و ∋ ]: ( )x E p x∃ ∈  
  .هي قضايا لأنه يمكننا التأآد من صحتها أو خطئها

  أمثلة

1( 2: 1 1x R x∀ ∈ +  ص. ق<
2( , 0x y R x y+∀ ∈ +   ص. ق<
3( 2: 1 0x R x∃ ∈ −  ص. ق=
4( 2: 1x R x∀ ∈ <   خ. ق−
5( : 1 0x R x∃ ∈ +   خ. ق=

  ملاحظة

  .تستعمل المكممات في بداية الجملة
∃,ترتيب المكممتين   . الخصائص مهم، وهو يحدد آثير من∀

  مثال
2, :x R y N x y∀ ∈ ∃ ∈   . صحيح<
2, :y N x R x y∃ ∈ ∀ ∈   . خطأ<
  قضية

: نفي القضية ( )x E p x∀ : يه ∋ ( )x E p x∃ ∈  
: نفي القضية ( )x E p x∃ : يه ∋ ( )x E p x∀ ∈  

  )تمرين (برهان
  نيهاأنماط البر 1.8

  الإستنتاج

  تعريف

  : يعتمد على القاعدة التاليةلإستدلاهو 

( )( )si P est Vraie p Q est vraie Q vraie ∧ ⇒ ⇒   

  لبرهان بالخلفا

  . خاطئة ونبين أن هذا يؤدي إلى تناقضp، نفرض أن P لكي نبرهن على صحة 

  البرهان باستعمال العكس النقيض

)نعلم أن القضيتين     )p Q⇒   و ( )Q P⇒  ان pى إذن البرهان عل    . متكافئ Q⇒  ود  يع

Qإلى البرهان على  P⇒.  
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  البرهان بمثال مضاد
  تعريف

أ القضية  ى خط رهن عل :لكي نب ( )x E p x∀ د عنصر  ∋ ي أن نج ن x0يكف ث E م  بحي
p(x)غير صحيح .  

  البرهان بفصل الحالات
  تعريف

)من صحة القضية   ) ( )P Q P Q⇒ ∧   .Qنستنتج صحة القضية  ⇒
  البرهان بالتدريج

  تعريف

)0للبرهان على صحة القضية   ) ( ) : ( )n IN n n p x∈ ∀ ≥  
  نتبع الخطوات التالية

(a نثبت صحة القضية p(n0) 
(b نفرض صحة القضية :( )0 : ( )n k n p k≤ ≤  
(c نثبت صحة p(n+1)  
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  المجموعات 2
  مقدمة 2.1

  هي المجموعة ؟ ما
  لأولى لمحاولة تعريف المجموعة هي العبارة الشهيرة طبعا، ستكون الفكرة ا

  ."يعةجمع أشياء من نفس الطب"
  :ملاحظات عديدة تفرض نفسها

  .بكلمة جمع تبدو آدعابة أو فكاهة" مجموعة"تبديل آلمة   *
  .تحتاج هي بدورها إلى من يعرفها" أشياء"ظهور آلمة   *
ليم إلا    )Limpide(عبارة من نفس الطبيعة هي بحد ذاتها شفافة           * ل الس  فلم يبقى للعق

  .أن يتمرد
  لم تعتبرهم من نفس الطبيعة ؟  فلا يمكن تكوين مجموعة من القمر وقطعة خيار مخلل ما

  "جمع أشياء لها نفس الخواص" :خيار أخر لشبه تعريف للمجموعة
ة للتعريف                 ر قابل . فكرة أخرى وهي القول بأن مفهوم المجموعة هي مفهوم بدائي بمعنى غي

ة       يج ص ومراوغ ذا تمل يكون ه افي س دقيق إض ن دون ت ول  )Dérobade(د لك بعض يق  ال
  ."المجموعة هي أي شيء وآل شيء"

  ؟إذن ما العمل
   يجب أن نبين مالا يمكن أن يكون مجموعة ومنه يمكن التصور بأنه غير مقنع القول :أولا

  "مجموعة الأذآياء"
  .ياء في آل مكانغبلأن آل واحد سيظن نفسه منهم بالرغم من وجود الأ

  ...وضعية محرجة
  "مجموعة الصلع"

  ...) رةشعآم من (متى يكون أحدنا أصلع 
  هل يمكن أن تكون مجموعة ؟" أمواج البحر"

يسنوضح  وم المجموعة ونسف ذا الفصل مفه ة المنبين ا ه وم تينلعلاق ين مفه ة الموجودة ب
  . الفصل الأولفيالمجموعة ومنطق القضايا المذآور 

   مجموعة ؟ آيف نعرف
  .مجموعة فأننا سنذآر الاتفاقين المتعلقين بالمجموعات" جمع الأشياء"لأنه لا يمكن اعتبار 

  الإتفاق الأول 
  "Ensemble définis en extension"فة بالتوسع رمجموعة مع 2.2

ا عد                دما يكون ممكنن دنا مجموعة عن ياء المجموعة     ) إحصاء (سنقبل بأنه عن ياء  .آل أش أش
  : بعبارة أخرى،ناصر المجموعةالمجموعة تدعى ع

ة مس          تفذة (تفيظة  إذا آان يمكن تشكيل قائم رار  ) (مس ا       ،للعناصر ) دون تك دها بأنن ول عن  نق
  .شكلنا مجموعة معرفة بالتوسع

  مثال

  .A= {a,b,d,e,f} بالرمز نرمز، ,a,b,d,e,fالمجموعة ذات الحروف   )1
   488,255,100,90,21,11,0اد دالمجموعة ذات الأع  )2

 B= {0,11,21,90,100,255,488} بالرمز نرمز
  :، وآلمة جامعة+ الرمز 6,5 الأعداد b, a الحروف المجموعة ذات  )3
  ,+,C={a,b,5,6جامعة {
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  الإنتماء

aنكتب و " ∋"نرمز لانتماء عنصر إلى مجموعة بالرمز  A∈ ونقرأ aينتمي إلى  A.  
  الإتفاق الثاني

 )En compréhension( مجموعة معرفة بالسياق 2.3

ة أو الأ           الي        عداد ا  يستحيل أن نشكل قائمة بكل الأعداد الطبيعي ابههما، وبالت ا ش ة أو م  لحقيقي
ى    ك حت ن ذل ر م ات، أآث ل المجموع واء آ اف لاحت ر آ ة بالتوسع غي إن تعريف مجموع ف

  .علميا تكون غير محببة مطلقا، عندما تكون فيه إمكانية نظريا
م من السياق شكل ومضمون         يصعب آتابتها لكن    ،  1010آتب آل الأعداد الطبيعية إلى      أ  فه

  .مجموعةهذه 
م ارة أع ة    بعب كل مجموع ة صحيحة تش ل خاصية معين ي تجع ياء الت ل الأش ر و آ ذا غي ه

  . صحيحةx²+1=0 التي تجعل x العناصر  مجموعة إيجادمثل ه لأن عموماصحيح
ان       مرآبا فلا حل، وم    xإن لم يكن     إن آ ا فلا توجد مجموعة        xنه ف ى   . حقيقي ل    نحت تجنب مث

ة الأم،    دعى المجموع ر ت ة أآب ود مجموع رض وج وارض، نف ذه الع املة أو (ه ة، الش الكلي
وعتين   p بحيث آل قضية     )المرجع  p مجموعة العناصر التي تجعل من قضية           :تحدد مجم
  )صحيحة p (.قضية خاطئة pمجموعة العناصر التي تجعل من  و صحيحة

 صحيحة،  قضية    p المجموعة التي تجعل من         A تللمجموعة الأم وإذا آان    U  ب ـإذا رمزنا 
أن     )مجموعة جزئية ( U هي جزء منAنقول إن  ول أيضا ب ياق، نرمز   Aونق ة بالس   معرف
} بالرمز }, ,A x x U p=  p و التي تجعل      U من    x هي مجموعة العناصر        Aو نقرأ    ∋
  . صحيحةقضية

  .A يدعى بالعنصر المولد لـ xالرمز 
  التمثيل البياني للمجموعات 2.4

  

  

  

  

  

 Carrolمخطط      Euler Vennمخطط 
  ملاحظات

  ). السياق⇔بالتوسع (يمكن الانتقال من تعريف مجموعة إلى آخر   )1
 .آل مجموعة مشكلة من عنصرين تدعى زوج  )2
 .)Singleton( عنصر واحد تدعى مفردة آل مجموعة مشكلة من  )3
4(  .{ } { },a a a a≠ ∈  

  تعريف 

  قبل المسلمة التاليةن
  . الخالية ولا تحتوي على أي عنصرتوجد مجموعة وحيدة، تسمى المجموعة
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   φ أو } {نرمز بالرمز 
  مثال

   من الأعداد الزوجية21قواسم 
 . في الرياضيات من الجزائريين Fieldالمتحصلين على جائزة 

  خاصة التدريج

  هناك حالة خاصة في تعريف مجموعة بالسياق وهي حالة تعريف مجموعة بعلاقة تدريجية 
  مثال

1(    

  )قطعة(  عنصر 20معرفة جيد هناك 

2(  { }1 1, 2, 3n nu u a u a+ = + =   متتالية حسابية =

{ }2,5,8,11,......U⇒ =  

3(  1 1
1, 1,
2n nu au u a+

 = = = 
 

 .تتالية هندسيةم 

  تساوي المجموعات 2.5
  تعريف

  و آل F عنصرا من E عندما يكون آل عنصر من E = F مجموعتين، نكتبF و  Eليكن
  .E عنصرا من Fعنصرا من 

E= F  تقرأF تساوي E.  
  الاحتواء 2.6

  تعريف

يكن  ب F و Eل وعتين نكت F مجم E⊂  ن ل عنصر م ون آ دما يك ن E عن  F عنصرا م
  .F محتواه في E ونقرأ
  تقاطع مجموعات 2.7

 A هي المجموعة المكونة من العناصر المنتمية في نفس الوقت لـ           B و   Aتقاطع مجموعتين   
Aنرمز بالرمز .Bو لـ  B∩ ونقرأ A تقاطع B.  
  إتحاد المجموعات  2.8

  تعريف

ة من العناصر التي تنتمي ع             B و   Aإتحاد مجموعتين    ى       هي المجموعة المكون ل إل ى الأق ل
Aنرمز بالرمز . B أو  Aإحدى المجموعتين B∪ ونقرأ A إتحاد B.  

  خواص

1( A Aφ∪ =    2( A
UA C U∪ =  

3( A A A∪ =    4( A U A∪ =  
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5( A B B A∪ = ∪  6( ( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪  
7( A φ φ∩ =    8( A B B A∩ = ∩  
9( A U A∩ =  10(  10 (( ) ( ) ( )A B C A B A C∩ ∪ = ∩ ∪ ∩  

11( ( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩  
12( ( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ = ∪ ∩ ∪  

  خواص الإحتواء

1( A A⊂    2( A B A∩ ⊂  
3( A A B⊂ ∪     4( ( )A B B C A C⊂ ∧ ⊂ ⇒ ⊂  
5( ( )C A C B C A B⊂ ∧ ⊂ ⇔ ⊂ ∩  
6( ( )A C B C A B C⊂ ∧ ⊂ ⇔ ∪ ⊂  
7( B A

U UA B C C⊂ ⇔ ⊂  
  المجموعتان المنفصلتان 2.9

  تعريف

A بأنهما منفصلتان إذا حققت B و Aنقول عن  B φ∩ =  
  قانون دو مورقان

   لديناUجموعة المرجع  مجموعتان من المB و Aلتكن 
1(  A B A B

U U UC C C∪ = ∩  

2(  A B A B
U U UC C C∩ = ∪  

  تجزئة مجموعة 2.10

) مجموعة، نقول عن العائلة      Uلتكن   ) 1,i i n
E

=
ا تشكل     U من المجموعات الجزئية من        بأنه

  : إذا وفقط إذا تحققUتجزئة لـ 
1(  ( )iEهما آان  ليست مجموعة خالية م i من{ }1,...., n  

2(  
1

n

ii
U E U
=

=   

3(  { }; , 1,.....,i j jE E i j i nφ∩ = ∀ ≠ ∈  
  فرق مجموعتين 2.11
  تعريف

رق المجموعة         B و   Aلتكن    المجموعة المشكلة من    A و B مجموعتين تسمى المجموعة ف
}.A والتي لا تنتمي إلى Bالعناصر المنتمية لـ  };B A x x B x A− = ∈ ∧ ∉  

   التناظري لمجموعتينالفرق 2.12
  تعريف

   بالمجموعة المشكلة من B و A مجموعتين نعرف الفرق التناظري بين B و Aلتكن 
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ى   ة إل ى  Bالعناصر المنتمي ة إل ر المنتمي ى  A و غي ة إل ذلك العناصر المنتمي ر  A وآ وغي
) نرمز Bالمنتمية إلى  ) ( ){ } ( ) ( ){ }A B x A x B x B x A∆ = ∈ ∧ ∉ ∪ ∈ ∧ ∉  

  .B دلتا Aونقرأ  
  مجموعة أجزاء مجموعة 2.13
  مسلمة

   تشكل مجموعة جديدة، تسمى مجموعة أجزاء E فإن أجزاء Eمهما تكن المجموعة 
): و يرمز لها بالرمزEالمجموعة  )( )P E  

)إذن  )( )P E معرفة بالاتفاق آما يلي ( ) { };P E X X E= ⊂  

) بعبارة أخرى )X E X P E⊂ ⇔ ∈  
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  العلاقات 3
   الثنائيةتعريف 3.1

الرمز  E  من المجموعة y و xليكن لدينا عنصرين  )نسمي ثنائية و نرمز ب ),x y  العنصر 

):الرياضي الجديد حيث ) ( ), ,x y x y′ ′=  
  المعرف بـ

x x
y y

′=
 ′=

  

X      يدعي بالمرآبة الأولى و y    ة أو ة الثاني دعي  X بالمرآب دأ   ي الطرف  yو  (Origine)بالمب  ب
(Extrémité) 1 و لدينا 2;x pru y pr u= ) حيث = ; )u x y=) priيرمز للإسقاط .(  

  الجداء الديكارتي 3.2

ة   ديكارتي لمجموع داء ال ة  Eالج ع مجموع دأ     F م ث المب ات حي ل الثنائي ة آ ي مجموع ه
ن  Eعنصر من  الرمز  .Fو الطرف عنصر م ديكارتي ب داء ال ز للج رأ و ن ExFنرم  Eق

} نكتب . Fجداء }( , ); ,ExF u x y x E y F= = ∈ ∈  
  العلاقة من مجموعة نحو أخرى 3.3

تكن  ة   B و Aل ة مفتوح ل جمل وعتين ،آ ى  Rمجم ة عل ن  AxBمعرف ة م مى علاق  تس
  .B في Aالمجموعة 

  ملاحظة و تسمية

)إذا آانت    ),x y   من AxB   حيث ( , )R x y ول إن     .صحيحة رت  yنق وفق   xبط بالعنصر    ي

)ن أ أو Rالعلاقة  ),x y يحقق العلاقة R.  
  تمثيل بيان علاقة 3.4

  :هناك عدة أشكال لتمثيل بيان و نكتفي بذآر أشهر أربع تمثيلات
  -الكارتيزي-المخطط الديكارتي 3.4.1

اني من آل زوج  ة(العنصر الأول و العنصر الث ة مرتب ة ) ثنائي والي الإحداثي ى الت هي عل
Abscise)(  و الترتيبة)Ordonnée(.للنقطة الممثلة.  
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  المخطط الثنوي 3.4.2

دأ            F و المجموعة  Eآل عناصر المجموعة     ين المب تقيمة ب ممثلة بنقاط حيث نربط بقطع مس
تقيمات              . و الطرف  اط و المس و هي تدعى بالمخطط الثنوي للمخطط الديكارتي لأن دور النق
 .انعكس

  

  

  

  

  

  

  جدول ذي مدخلين 3.4.3

ا أو العكس و نؤشر              نكتب عناصر مجموعة البدأ عموديا و عناصر مجموعة الوصول أفقي
  .المربعات المرفقة لعناصر البيان

2  1  0  C  B  A   
    x    x    0  
  x      x  x  4  
  x          5  
          x  9  

  )Sagittal(مخطط سهي الشكل  3.4.4

ة و              نمثل مجموعة البدأ و الوصول على شكل سحابة ن          ة المرتب دأ الثنائي ين مب ربط ب اط و ن ق
  .طرفها بسهم

  

  

  

  

  

  العلاقة العكسية 3.5
  تعريف

  .B نحو المجموعة A علاقة من المجموعة Rلتكن 
)1: بالعلاقةRنعرف العلاقة العكسية لـ  ), ( ) : ( , ) ( , )x A y B R y x R x y−∀ ∈ ∀ ∈ ⇔  

  مثال
( ), ( ) : ( , ) 1x IN y IN R x y x y∀ ∈ ∀ ∈ ⇔ = +  

A
B
C
0
1
2

0
4
5
9
 

E F

A
B
C
0
1
2

0
4
5
9
 

E F
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)1إذن ), ( ) : ( , ) 1x IN y IN R y x y x−∀ ∈ ∀ ∈ ⇔ = +  
{ }
{ }
( , ) / ( , )

( 1, );
RG x y INxIN R x y

y y y IN

= ∈

= + ∈
  

{ }
{ }
( , ) / ( , )

( , 1);
RG x y INxIN R x y

x x x IN

= ∈

= + ∈
  

  ملاحظة

  .R هو نظير بيان العلاقة R-1 بيان العلاقة
)نرمز للثنائية  ),x y المحققة للعلاقة R بالرمز xRy.  

  العلاقة في مجموعة 3.6
  تعريف

  .E تسمى علاقة في E نحو المجموعة Eآل علاقة من المجموعة 
  الدالة 3.7

  تعريف

  ترفق بكل  F نحو E ، آل علاقة منF نحو المجموعة E ةنسمي دالة من المجموع
  ..F عنصرا واحدا على الأآثر من E عنصر من

  مثال

1(  1( ), ( ) : ( , )
1

xx IN y IN R x y y
x

∀ ∈ ∀ ∈ ⇔ =
−

  

2(  2
2( ), ( ) : ( , )x IN y IN R x y x y∀ ∈ ∀ ∈ ⇔ =  

R1 دالة، لكن R2 في نفس الوقت 1- و 1 علاقة مع العنصرين 1 ليست دالة لأن مثلا للعنصر .  
  ترميز

  لدوال بالشكلنرمز ل
: ; ff E F E F→ → أي ( ( , ) ( )R x y y f x⇔ =  

  مثال
2( ), ( ) : ( , ) 5 1x IN y IN R x y x y∀ ∈ ∀ ∈ ⇔ + =  

2

:
1 (1 )
5

f E F

x x

→

−
  

  تعريف

:
( )

f E F
x y f x
→

=
  

y تسمى صورة x بواسطة الدالة f 
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  لةمقصور دا 3.8
 تعريف

  .F نحو Eدالة من  f و لتكن Eمجموعة جزئية من  ′Eلتكن 
  :إن

:
( ) ( )

g E F
x g x f x
′→

=
  

  .E′على المجموعة  fتسمى إقتصار الدالة 
g/نرمز بالرمز  f E′=  

  تمديد دالة 3.9

  .F نحو ′Eدالة من f و لتكن Eمجموعة جزئية من  ′Eلتكن 
  إن

:
( )

f E F
x f x
′→

  

   تحقق h، آل دالة Eعلى المجموعة  fسمى امتداد الدالة ت
:

( )
h E F

x h x
→

  

: و بحيث ( ) ( )x E h x f x′∀ ∈ =  
  مجموعة تعريف دالة 3.10

  لتكن لدينا دالة
:

( )
f E F

x y f x
→

=
  

ة    ف الدال ة تعري مي مجموع ن   fنس ة م ة الجزئي ـ  E المجموع ث ل ذه   f بحي ى ه ى عل  معن
  .المجموعة الجزئية

}رمز بالرمز ن }; / ( )fD x x E f x existe= ∈  
  تساوي دالتين 3.11

  :لتكن لدينا دالتان
:

( )
f E F

x y f x
→

=
    

:
( )

g E F
x y g x
→

=
  

ا      إذا آانت لهما نفس مجموعة ال g و fتتساوى دالتان    دأ و نفس مجموعة الوصول و حققت  ب
: ( ) ( )x E g x f x∀ ∈ =  

  الصورة المباشرة لمجموعة بواسطة دالة 3.12
  عريفت

f:لتكن  E F→ دالة و لتكن A E⊂.  
}إن المجموعة  }( ) /f x x A F∈    و نرمز لها A تسمى الصورة المباشرة للمجموعة ⊃

  .f(A)بالرمز 
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  مثال

2

:f IR IR
x x

→
  

} هي IRالصورة المباشرة لـ  }2 /x x IR IR+∈ =  
   لمجموعة بواسطة دالةالصورة العكسية 3.13

f:لتكن  E F→ دالة و لتكن B F⊂.  
}إن المجموعة    }/ ( )x f x B E∈ ا   B تسمى الصورة العكسية للمجموعة       ⊃  و نرمز له

)1بالرمز )f B−.  
  مثال

2

:f IR IR
x x

→
  

{ } { }1 1, 4,9 1, 2, 3,1, 2,3f − = − − −  
1f  . متقابلfلا تعنى أن  −

  التطبيق 3.14

ة  ن المجموع ا م مي تطبيق ة E نس و المجموع نF نح ة م ل علاق و E ، آ ل  F نح ق بك ترف
  ..F عنصرا واحدا و واحدا فقط من E عنصر من

  مثال
:

401
f IR IR

x X
→

+
    

:

1

g IR IR

x X

→

−
  

f  تطبيق بينماgليس لها صورة1 تماما من  ليس تطبيق لأن العناصر الأصغر .  
  ملاحظة

  .لكن الدالة ليست دوما تطبيقا آل تطبيق هو دالة،
  أنواع التطبيقات 3.15

  التطبيق الثابت

ذي يرفق لكل عنصرا من       F عنصرا من b مجموعتين و  F وEإذا آانت  ، إن التطبيق ال

E عنصرا b من Fيسمى تطبيقا ثابتا .  

:f E F
x b
→

  

  ديالتطبيق الحيا

تكن   ق لكل عنصرا من     Eل ذي يرف ق ال ة، إن التطبي ه يسمى  E مجموعة آيفي  العنصر ذات
  Eالمجموعة تطبيقا حياديا على 
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:f E E
x x
→  

  التطبيق الغامر

f:، نقول عن تطبيق  مجموعتين Fو Eإذا آانت  E F→     ه غامر إذا آانت لكل  بأن
: صورة سابقة ( )y F x E y f x∀ ∈ ⇒ ∃ ∈ =  

  التطبيق المتباين

ت  ق    F وEإذا آان ن تطبي ول ع وعتين، نق f: مجم E F→   ان اين إذا آ ه متب  بأن
  .اختلاف السوابق يستلزم اختلاف الصور
, / ( ) ( )x x E f x f x x x′ ′ ′∀ ∈ = ⇒ = 

,أو / ( ) ( )x x E x x f x f x′ ′ ′∀ ∈ ≠ ⇒ ≠  
  التطبيق المتقابل

  .هو آل تطبيق غامر و متباين في آن واحد
  يق العكسي لتقابلالتطب

f:ليكن   E F→  بما أن لكل عنصر من      .  تطبيقا متقابلاF        دة من ابقة وحي إن   E س ، ف
  ترفق  fالعلاقة العكسية للعلاقة 

ن   ل عنصر م ن Fبك د م ي إذن E  عنصرا وحي ق فه التطبيق  . تطبي ق ب ذا التطبي مي ه نس
1f و نرمز له بالرمز fالعكسي للتقابل  −  

  خواص

1(  1 :f E F− →تقابل   
2(  1( ) ( )y f x x f y−= ⇔ =.  
3(  1 10 1 , 0 1F Ef f f f− −= =.  

  . على الترتيبF و E يرمزان للتطبيق الحيادي في 1F و 1Eحيث 
  ترآيب التطبيقات 3.16

:ليكن لدينا التطبيقان  , :f E F g F G→ →  
h:نقول عن الطبيق  E G→   
:المعرف آما يلي  ( ) ( ( ))x E h x f g x∀ ∈ =  

0f: و نرمز له بالرمزg و fبأنه التطبيق ترآيب التطبيقين  g  
  العلاقة الثنائية المعرفة على نفس المجموعة 3.17

  .R(x,y) بدلا من xRy نكتب E على E علاقة معرفة من R مجموعة و لتكن Eلتكن 
  خواص

  الإنعكاس
x: بأنها انعكاسية إذا تحقق Rالعلاقة نقول عن  E xRx∀ ∈  
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  التناظر
,بأنها تناظرية إذا تحقق  Rنقول عن العلاقة  :x y E xRy yRx∀ ∈ ⇔  

  التعدي
  :بأنها متعدية إذا تحقق Rنقول عن العلاقة 

, , :
xRy

x y z E xRz
yRz


∀ ∈ ⇒


  

  ضد التناظر
  :قبأنها ضد تناظرية إذا تحق Rنقول عن العلاقة 

, :
xRy

x y E x y
yRx


∀ ∈ ⇒ =


  

  علاقة دائرية
  :بأنها دائرية إذا تحقق Rنقول عن العلاقة 

, , :
xRy

x y z E zRx
yRz


∀ ∈ ⇒


  

  علاقة التكافؤ
  .علاقة تكافؤ إذ حققت الإنعكاس التناظر و التعدي Rتكون العلاقة  

  مثال

, , : 7x IZ y IZ xRy n IZ x y n∀ ∈ ∀ ∈ ⇔ ∃ ∈ − =  
  أصناف التكافؤ

تكن  ة Rل ي مجموع افؤ ف ة تك يكن E علاق ة و ل ر خالي ن x غي  نسمى صنف E عنصرا م
  : المجموعةxتكافؤ العنصر 

{ }
{ }

, :

, :

x y y E xRy

y y E yRx

= ∈

= ∈
  

  ملاحظة
xRy x y⇔ =  

  مجموعة حاصل القسمة
  .E علاقة تكافؤ في مجموعة Rلتكن 
  تعريف

}المجموعة  },x x E∈  تسمى مجموعة حاصل القسمة و نرمز إليها بالرمز  

/E R أو { }/ ,E R x x E= ∈  

  مثال
, , : 7x IZ y IZ xRy n IZ x y n∀ ∈ ∀ ∈ ⇔ ∃ ∈ − =  

{ }/ 0,1, 2,3,4,5,6=E R  
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  نظرية

E/ فإن E علاقة تكافؤ في مجموعة Rلتكن  R تجزئة للمجموعة E.  
  برهان

1(  ; ;x x E x xφ≠ ∀ ∈ ∈  
2(  , ;x y E x y x y φ∀ ∈ = ∨ =∩  
3(  

x E
E x

∈
= ∪ 

  علاقة ترتيب

  .تحقق الانعكاسية، ضد التناظرية و متعدية R هي آل علاقة
  علاقة ترتيب آلي

 بأنها علاقة ترتيب آلي إذا Rنقول عن علاقة ترتيب 
)تحقق ) ( ), :x y E xRy yRx∀ ∈ ∨  

  .فإن لم تكن علاقة ترتيب آلي فهي علاقة ترتيب جزئي
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   الجبريةالبنى 4
  مقدمة 4.1

رة الأ ا          إن الفك وانين منه ع لق ان يخض ا آ ع مهم ل مجتم ي أن آ ة ه ى الجبري ية للبن ساس
  .الوضعية ومنها المنزلة، منها الطبيعية اللازمة بالضرورة، ومنها المقترحة

  :لعبة الشطرنج
ع           طرنج يخض ر الش ك حج إن تحري تون ف ة والس ات الأربع ة المربع ا مجموع إذا اعتبرن

  .لية هذه القوانين تدعى قوانين داخ,لقوانين
انون              :قانون المرور  إن إشارة المرور تعرف ق ة ف إذا اعتبرنا مجموعة آل الطرق الوطني

  .داخلي
ذي                  :القوانين الفيزيائية  انون ال إن الق وان وإنسان ف اد، حي ات من جم إذا اعتبرنا آل المخلوق

نظم مجموعة        .يخضعون له من مرض، صحة، موت وحياة يخضع لقوانين         انون ي إذن آل ق
  .انون ترآيب داخليما يدعى بق

  العمليات الداخلية 4.2
  تعريف

  . يدعى بقانون ترآيب داخلي E نحو E² = E x Eآل تطبيق من المجموعة 
  أمثلة

1 :
( , ) ( )

f INxIN IN
a b a b

→
+

  2 :
( , )

f INxIN IN
a b ab

→
  

3 : ( ) ( ) ( )
( , )
f P E xP E P E
A B A B

→
∩

  4 : ( ) ( ) ( )
( , )
f P E xP E P E
A B A B

→
∪

  

5 : ( ) ( ) ( )

( , ) A
E

f P E xP E P E

A B C

→
  6 : ( ) ( ) ( )

( , ) B
E

f P E xP E P E

A B C

→
  

  ترميز

 .T ،* ،D بالرمز fنرمز عموما للتطبيق 
*:وتكتب مثلا  .A B A B= ∪  

 ∆ Tri: أو  Extoile  * : ،Truc T:، Anti truc : ⊥ , delta:و نقرأ
  )جدول فيتاغورس ( تعريف 

  يلي نعريفه آما
d c --- --- a * 

a*d .... .... .... a*a a 
.... .... ... .... .... ... 

c*d c*c ..... ..... c*a c 
d*d d*c .... .... d*a d 

  .السطر الأول يحتوى على العناصر الأول للزوج
  .يحتوى على العناصر الثانية للزوجالسطر الأول 
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  . العنصر المرآبوعند تقاطع السطر و العمود نجد
  خواص 4.3

  التجميعية

ة ت ن عملي ول ع ي نق ب داخل ة * رآي ي المجموع ة ف ة تجميعي ا عملي ت إذا حEبأنه : قق
, , : ( * )* *( * ).a b c E a b c a b c∀ ∈ =  

  التبديلية

  .بأنها تبديلية إذا حققت* ونقول عن العملية الداخلية 
, : * *a b E a b b a∀ ∈ =  

  ملاحظة

  وجد أحيانا عناصر تبديلية ت تبديليةعندما لا تكون العملية 
  العنصر الحيادي

ة              E، نقول عن العنصر       Eة  في المجموع  ة الداخلي ادي بالنسبة للعملي ه عنصر حي إذا *  بأن
::حقق * *x E x e e x x∀ ∈ = =  

  العنصر الاعتيادي

ول عن العنصر       *  وبالنسبة للعملية الداخلية     E في مجموعة    ين         aنق ادي من اليم ه اعتي  بأن
  :إذا حققت) على التوالي من الشمال(

( , : * * )x y E x a y a x y∀ ∈ = ⇒ =  
( , : * * )x y E a x a y x y∀ ∈ = ⇒ =  

ين ومن الشمال           ) قابل للاختزال (ومنه فالعنصر الاعتيادي     هو آل عنصر اعتيادي من اليم
  .معا

  )الماص(العنصر الشاذ 

/ بحيث E من Sهو آل عنصر  * *x E S x x S S∀ ∈ = =  
  العنصر النظير

   x بأنه نظير العنصر E من ′x، نقول عن العنصر E عنصر من المجموعة xليكن 
ة  ة الداخلي بة للعملي ة *بالنس بة للعملي ادي بالنس ر الحي د العنص ق* ، إذا وج  وحق

* *x x x x e′ ′= =  
  توزيعية عملية بالنسبة لأخرى

ة   ي مجموع ي     Eف ب داخل انون ترآي دينا ق يكن ل انون  Tو * ، ل ول إن الق وزيعي * ، نق ت
  : إذا حققTبالنسبة للقانون 

( ), , : * ( * ) ( * ).......(1)
, , : ( )* ( * ) ( * ) .......(2)

a b c E a bTc a b T a c
a b c E bTc a b a T c a

∀ ∈ =

∀ ∈ =
  

  ملاحظة

  .نقول بأنه توزيعي من الشمال) 1(إذا تحققت العلاقة 
  .نقول بأنه توزيعي من اليمين) 2(إذا تحققت العلاقة 
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  مفهوم الزمرة وبنيتها 4.4

ة                Gليكن لدينا    أن للثنائي ول ب ي، نق ة   (*,G) مجموعة آيفية، مزودة بقانون ترآيب داخل  بني
  :زمرة إذا تحقق

  جميعيةت* العملية   )1
  *. بالنسبة للعملية G من eيوجد عنصر حيادي * العملية   )2
  *. بالنسبة للعملية G يقبل نظير من Gآل عنصر من   )3

  ملاحظة

  .زيادة على ما سبق تبديلية نقول عنها بأنها زمرة تبديلية* إذا آانت 
  خواص

  .في الزمرة، آل عنصر هو عنصر اعتيادي  )1
   حلا وحيدا حسب الشكل التاليفي الزمرة آل معادلة تقبل  )2

, , ! / * .a b G x G a bα∀ ∈ ∃ ∈ =  
  تمييز

   متقابلfa مثبت فإن التطبيق G من a ، ومهما آان العنصر (*,G)في آل زمرة 
:

*
af G G

x a x
→

  

  الزمرة الجزئية 4.4.1

  تعريف

ـ   G ⊂ H زمرة ، وآان(*,G)إذا آانت  أن ل ة ز (*,H)فإننا نقول ب ة من     بني رة جزئي  Gم
  . زمرة(*,H)إذا آانت 

  تمييز

   إذا و فقط إذا نحقق (*,G) بنية زمرة جزئية من الزمرة Hيمكن البرهان على أنه تكون لـ 

, * / * *
H

x y H x y H y y y y e
φ≠

′ ′ ′∀ ∈ ⇒ ∈ = =
  

  بنية الحلقة 4.5
  تعريف

دينا  تكن ل انونين Aل زودة بق ة م الرمز  مجموعة آيفي داهما ب ز لإح ين نرم ول (+ داخلي ونق
   ةنقول عن الثلاثي دائي،ج وتقرأ قانون *ونرمز للأخر بالرمز  ) قانون جمعي

).،+،A (بأنها حلقة إذا تحقق   
1(  (A,+)زمرة تبديلية .  
  .القانون الجدائي تجميعي  )2
  .القانون الجدائي توزيعي على القانون الجمعي  )3

  تعاريف و رموز
  .0وم ويرمز له عموما بالرمز العنصر الحيادي بالنسبة للقانون الجمعي يدعى بالعنصر المعد
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دعى بالعنصر النقيض     A من   aنظير عنصر    ويرمز   ،opposé)( بالنسبة للقانون الجمعي ي
  .a–له عموما بالرمز 

 .إذا آان القانون الجدائي تبديلي نقول حلقة تبديلية
ادي               إذا وجد عنصر حيادي بالنسبة للقانون الجدائي نقول حلقة واحدية ونسمي العنصر الحي

 )Unité(عنصر الوحدة ب
ر للعنصر    د العنصر النظي وب   bإذا وج ول مقل دائي نق انون الج بة للق ه  b بالنس ز ل  ونرم

  . بأنه قابل للقلبb ونقول عن b-1بالرمز 
  خواص أساسية

= فإنa في آل حلقة فإنه مهما آان   )1 =a .0 0 .a 0  
  برهان

. ( 0 ) . .0 .0 0a b a b a a b a+ = + = ⇒ =  
, في آل حلقة فإن  )2 : . ( ) ( . ) .a b A a b a b∀ ∈ − = −  

  برهان

( ( )) 0 ( ) 0 ( ) ( )a b b ab a b a b ab+ − = ⇒ + − = ⇒ − =−  
 حلقة جزئية 4.5.1

 تعريف

A حلقة، وليكن .,+,A)(لتكن  A′ ) نقول عن ⊃ A , ,.)′   بأنها حلقة جزئية من  +
 )(A,+,. إذا آانت ( , , .)A′   . حلقة+

  تمييز

( , , .)A′   إذا  . ,+,A )(ية من حلقة جزئ+
1(  ( A , )′   +,A ). ( زمرة جزئية من+
2(  A′مستقرة بالنسبة للقانون الجدائي .  

  بنية الحقل 4.6

( ), , .)IK   : حقل إذا+

1(  ( ), , .)IK   . حلقة واحدية+

2(  { }( )( )0 , .)IK  . زمرة−

  ملاحظة

  . آان القانون الجدائي تبديلي نقول حقل تبديليإذا
  خواص

a فإنa في آل حقل فإنه مهما آان   )1 .0 0 .a 0= =  
  برهان

. ( 0 ) . .0 .0 0a b a b a a b a+ = + = ⇒ =  
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, في آل حقل فإن  )2 : . ( ) ( . )a b A a b a b∀ ∈ − = −  
  برهان

a( b ( b )) 0 ab a( b ) 0 a( b ) ( ab )+ − = ⇒ + − = ⇒ − = −  
∀ في آل حقل لدينا  )3 ∈ = ⇔ = ∨ =a,b IK : ab 0 ( a 0 b 0 )  

  برهان

0aليكن     إذن ≠
a IK / a* a e a * ( a* b ) a * 0 0 ( a * a )* b 0

e* b 0 b 0
′ ′ ′ ′ ′∋ ∈ = ⇒ = = ⇒ =

⇒ = ⇒ =
 

a,b في آل حقل لدينا IK / a 0 ! x IK : a* x b 0∀ ∈ ≠ ⇒ ∃ ∈ + =  
 )تمرين( برهان

  تعاريف 
  الحلقة التامة 4.6.1

) بحيث (. ,*,A)هي آل حلقة  )∀ ∈ = ⇒ = ∨ =A A Ax, y A : x.y 0 x 0 y 0  
  تشاآل الحلقات 4.7

f:حلقتان و ليكن (A/,+,x) و  (. ,*,A) لتكن A A′→  تطبيق   
  تشاآل إذا حقق fيكون 

( )
, : ( * ) ( ) ( )

( . ) ( )
x y A f x y f x f y

f x y f x xf y
∀ ∈ = +

=
  

 نواة تشاآل 4.7.1

} هي المجموعة  }/ ( ) 0AKerf x A f x= ∈ =  
 صورة تشاآل 4.7.2

} هي المجموعة  }Im ( ) /gf f x x A= ∈ 
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  )التعداد(أنظمة العد 5
  10نظام العد في الأساس  5.1

  .x في نظام تعدادي أساسه nنقوم بتمثيل العدد الطبيعي 
يكن ا اس ل ي       (xلأس دد الطبيع ذا الع ل ه وز لتمثي تعمل رم ام (نس ي الأرق ام  ) ه ي النظ ف
   رموز10لدينا : العشري

} الرموز هي x=10إذا  }0,1, 2,3, 4,5,6,7,8,9.  

} : الرموز هيxفي أساس آيفي  }0,1, 2,3, 4,5,........, 1x −.  
  الحالة الأولى

m x≤ نملثه بأحد الأرقام { }0,1, 2,3, 4,5,........, 1x −.  
  الحالة الثانية

m x حيث xهو الأساس   
  : بحيثx على mنقسم 

1 0 0/ 0m k x r r x= + ≤ ≺  

) التمثيل )1 0 xm k r=  

  مثال

4, 5 4m x m= = ⇒ = 
( ) 1 023, 5 4 5 3m x m k x r= = ⇒ = + = + 

)إذن )523 43=  
  خلاصة

} نمثله بأحد الرموز x أقل من 1kإذا آان  }0,1, 2,3, 4,5,........, 1x −  
   فإننا نجري عملية القسمة من جديد x أآبر من 1kإذا آان 

1 2 1 1/ 0k k x r r x= + ≤ ≺  

2 يكون التمثيل 1 0 ( )xm k r r=  
  مثال

( ) 1 047, 5 9 5 2m x m k x r= = ⇒ = + = +  
1 لكن 2 19 1(5) 4k k x r= = + = +  

47(5) إذن 142=  
  بصفة عامة لدينا 

  : هو حاصل القسمة بحيثnkليكن 

1 1 1/ 0n n n nk k x r r x− − −= + ≤ ≺  
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2 إذن 1
0 1 2 1... n n

n nm r r x r x r x k x−
−= + + + + +  

1 و منه فالتمثيل هو 1 0 ( )...n n xm k r r r−=  
  مثال

   في النظام الثنائي67أآتب العدد 
2 3 4 5 6

(2)

1 1(2) 0(2 ) 0(2 ) 0(2 ) 0(2 ) 1(2 )

100011

m = + + + + + +

=
  

  12لأساس نظام العد في ا 5.2

, 12m IN x∈ =  
2 نكتب 1

0 1 2 1(12) (12 ) (12 ) (12 )n n
n nm r r r r k−
−= + + + + +  

1 فيكون 1 0 (12)...n nm k r r r−=  
  مثال

  12 في الأساس 951أآتب العدد 
951 لدينا 79(12) 3= 79 لكن + 6(12) 7= +  

) إذن يكون التمثيل )12951 673=  
  مثال

  .2،5لأساس أعط جدول الضرب و الجمع في ا
  2الجمع في الأساس 

1  0  + 
1  0  0  

10  1  1  
  2الجداء في الأساس 

1  0  + 
0  0  0  
1  0  1  

  5الجمع في الأساس 

4  3  2  1  0  + 
4 3 2 1 0 0 

10 4 3 2 1 1 

11 10 4 3 2 2 

12 11  10 4 3 3 

13 12 11 10 4 4 
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  5الجداء في الأساس 

  3  2  1  0  x 
0 0 0 0 0 0 
4 3 2 1 0 1 

13 11 4 2 0 2  

22 14 11 3 0 3 

31 22 13 4 0 4 
  أنجز العمليات التالية  )2

( )2 (2)1101 11011= x    ( )2 (2)10011 11011= −  

( )5 (5)342002 123401= +  

  xy(7)  و  yx(10): بحيث تكتبy و xأوجد الأعداد   )3

4(5)يكتب   )4 3x  30(9)  وx  
4(5) بحيث xجد  3x=(9)30x. 
  الانتقال من أساس إلى أخر 5.3

فنحصل على الكتابة .yإلى الأساس  10 ثم من الأساس 10 إلى الأساس xتقل من الأساس نن
  .y و في الأساس x في الأساس m للعدد الطبيعي

  مثال

  16في الأساس 
} الرموز هي }0,1, 2,3, 4,5,6,7,8,9, , , , , ,A B C D E F  

  1111101000(2): المعرف آما يليmحول آتابة العدد 
  16إلى الأساس 

  حل

(2) (16)1111101000 1000 3 8= = E  
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  مجموعة الأعداد الطبيعية 6
  INإنشاء المجموعة  6.1

  العناصر الخاصة بمجموعة مرتبة

تكن  ب   Eل ة ترتي ا علاق رف عليه ا، نع ا آلي ة ترتيب ة مرتب ) R مجموع تكن ≥(  A و ل
  .Eمجموعة جزئية من 

  (Elément maximum) العنصر الأآبر

: عنصر الأآبر إذا حقق إنه الA من aنقول عن العنصر  ( )∀ ∈ ≤x A xRa x a  
 (Elément minimum) العنصر الأصغر

:  إنه العنصر الأصغر إذا حققA من bنقول عن العنصر  ( )∀ ∈ ≤x A bRx b x 
 (Majorant) الحاد من الأعلى

:  إنه حاد من الأعلى إذا حققE من aنقول عن العنصر  ( )∀ ∈ ≤x A xRa x a 
 (Minorant) الأسفلالحاد من 

:  إنه حاد من الأسفل إذا حققE من bنقول عن العنصر  ( )∀ ∈ ≤x A bRx b x 
  تعريف

  .(borne supérieure)نسمى أصغر الحواد من الأعلى يدعى الحد الأعلى 
 .(borne inférieure)نسمى أآبر الحواد من الأسفل يدعى الحد الأسفل 

  ملاحظة

  . أآبر، و الحد الأسفل عنصرا أصغرقد يصير الحد الأعلى عنصرا
 المجموعة الأعداد الطبيعية

  .INنقبل بوجود مجموعة تسمى مجموعة الأعداد الطبيعة و نرمز لها بالرمز 
  INمسلمات  6.2

 (Successeur)عاقب عدد طبيعي 
:يوجد تطبيق  →S IN INيسمى عاقب .  

  .n يسمى عاقب S بالتطبيق nصورة عدد طبيعي 
  0يعي الطب 6.3

  .Sو الذي لا سابق له بالتطبيق ) صفر (0 يرمز له بالرمز INيوجد عنصر من 
}نرمز بالرمز    ،1عاقب  2،  0عاقب  1 }* 0= −IN IN         ر ة الغي  لمجموعة الأعداد الطبيع

  .معدومة
 (Prédécesseur)سابق عدد طبيعي غير معدوم 

 IN* نحوى IN متقابل من Sالتطبيق 
  .IN وحيد من m هو عاقب لـ IN* من nآل 
m يسمى سابق لـ n.  
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  )يجرالتد(مسلمة التراجع 

) بحيث IN جزء من Aلتكن  )0 , , ( )∈ ∀ ∈ ∈ ⇒ ∈ ⇒ =A n IN n A S n A A IN  
ة من       Aإذا آانت    بعبارة أخرى  ى عاقب آل           IN مجموعة جزئي ى الصفر و عل وي عل  تحت

ى   و هذا ما ي  .A=INعنصر من عناصرها فإن      ة  INسمح بتعريف عملية الجمع عل  بالكيفي
) :التالية ), , 0 , ( )∀ ∈ + = + = +m n IN m m m S n S m n  

,  في التعريف السابق  n=0نلاحظ ما يلي نضع ( ) 1∀ ∈ = +m IN S m m  
n-1 هو سابق لـ n.  

  خلاصة

) بحيث IN جزء من Aلتكن  )0 , , 1A n IN n A n A A IN∈ ∀ ∈ ∈ ⇒ + ∈ ⇒ =  
  المجموعات المتساوية القدرة 6.4

  تعريف

   نحو E متساويي القدرة إذا وجد تطبيق تقابلي من المجموعة F و Eتكون المجموعتان 
  .Fالمجموعة 

  المجموعة المنتهية 6.5

  . مجموعة غير خاليةEلتكن 
اين من                  Eنقول إن المجموعة     ان آل تطبيق متب ا   E نحوى    E منتهية إذا و فقط إذا آ  تطبيق

  .تقابليا
  قضية

  . تطبيقا تقابلياE نحو Eغامر من  مجموعة منتهية إذا و فقط إذا آان آل تطبيق Eتكون 
 قضية

} الغير معدوم فإن المجموعة nمهما يكن العدد الطبيعي  }1, 2,3,...,nA n=منتهية   
  برهان

  بالتدريج
=1 n   { }1 1A =  

}آل تطبيق متباين من  }1 1=Aنحو  { }1 1=Aبل فهو غامر و بالتالي تقا.  
   فهو متقابلnA نحوى nAنفرض أن آل تطبيق متباين من 

1ليكن  1: + +→n nf A Aتطبيق متباين   
  لدينا حالتان

):الحالة الآولى ) ⊂n nf A A  
:ليكن  →n ng A A  التطبيق المتباين المعرف آما يلي: ( ) ( )∀ ∈ =nn A g n f n  

   تطبيق تقابلي و بالتالي g منتهية فإن nAبما أن 
, : ( ) ( )∀ ∈ ∃ ∈ = =n ny A x A y g x f x  
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) متباين فإن fو بما أن  1)+ ⊂ nf n A   
)إذن  1) 1+ = +f n n و بالتالي fتطبيق غامر .  

0:الحالة الثانية 0: ( ) 1nx A f x n∃ ∈ = +  
:ليكن  n nf A A′ →التطبيق المتباين المعرف آما يلي :  

0

0

( )
: ( )

1n

f x si x x
x A f x

n si x x
≠

′∀ ∈ =  + =
  

ا أن  إن   nAبم ة ف ة منتهي f مجموع ابلي إذن ′ ق تق   تطبي

1, : ( )n ny A x A y f x+∀ ∈ ∃ ∈ =  
)0و بما أن  ) 1f x n=   . غامر و بالتالي تقابليf فإن التطبيق +
  نظرية

ابلي من          n منتهية إذا و فقط إذا وجد عدد طبيعي          Eتكون مجموعة     غير معدوم و تطبيق تق
  .nAنحو المجموعة Eالمجموعة 

  أصلي مجموعة 6.6
  تعريف

  . مجموعة غير خاليةEلتكن 
 و نرمز إليه    Eساويا القدرة يسمى أصلي المجموعة       مت nA و   E حيث المجموعتين    nالعدد  

  .Card(E)بالرمز 
  .0و إذا آانت المجموعة خالية فإن أصليها يساوي  n)Card(E=لدينا 
  أمثلة

{ } { }0,1 2, 0,1, 2,..., 1Card Card n n= = + 
 )nombrableéD(المجموعة العدودة  6.7

  تعريف

ة   ون المجموع ت    Eتك ط إذا آان دودة إذا وفق ة ع ان متIN و E مجموع اوتيي  مجموعت س
  .القدرة
  خواص

  . إما منتهية و إما عدودةINآل مجموعة جزئية من  )1
2(  IZ, Q, INxIN مجموعات عدودة.  
3(  { }n n IN

B
∈

ن   ة م ات جزئي ة مجموع ث E عائل إن   Bn حي ة ف دودة أو منتهي ع

n
n IN

B
∈
  .عدودة أو منتهية ∪

  . مجموعة عدودةهون،الجداء الديكارتي لمجموعتين عدودتي  )4
  INعلاقة الترتيب في 

, نضع , :n m IN m n p IN m p n∀ ∈ ≤ ⇔ ∃ ∈ + =  
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  خواص

1(  "   .IN تعرف علاقة ترتيب آلي على ≥"
  .minimum هو الحد الأصغر 0  )2
  ، يقبل حادا من السفلINآل جزء غير خال من   )3
  .على محدود من الأعلى يقبل حادا من الأINآل جزء غير خال من   )4
"العلاقة   )5   :أي.xو +  متلائمة مع عمليات ≥"

, , : ( ) ; ( )m n p IN m n m p n p mp np∀ ∈ ≤ ⇒ + ≤ + ≤  
   و خواصهاINالعمليات في  6.8

  . يمكن تعريفها بالتدريجINآل العمليات على مجموعة الأعداد الطبيعية 
  .INالجمع في 

,: تجميعية+ العملية  , : ( ) ( )m n p IN m n p m n p∀ ∈ + + = + +  
,: تبديلية+ العملية  :m n IN m n n m∀ ∈ + = +  

:: 0العنصر الحيادي  0 0n IN n n∀ ∈ + = +  
   إعتياديةINآل عناصر 

, , :m n p IN m p n p m n∀ ∈ + = + ⇒ =  
, : 0 0m n IN m n m n∀ ∈ + = ⇒ = =  

  .INالجداء في 
,  جداء آما يليINنعرف على  : 0 0; ( 1)m n IN m m n mn m∀ ∈ = + = +  

دو       ادي و العنصر    عملية الجداء تجميعية، تبديلية، آل عنصر عدا العنصر المع  1م هو اعتي
  .هو العنصر الحيادي

  العاملي

!0*: آما يليnنعرف عاملي  1, : ! ( 1)!n IN n n n= ∀ ∈ = −  
  الرفع إلى قوة

0: آما يليnmنعرف الرمز  1, : 1, n nn m IN m m m m+∀ ∈ = =  
  خواص

( )
( )

, , :

n p n p

pn np

p p p

m m m

n m p IN m m

mn m n

+ =
∀ ∈ =


=

  

1: , 1 1nn IN n n∀ ∈ = =  
0: 0 0, 0 1( )nn IN convention∀ ∈ = =  

, : 0 0 0m n IN mn m n∀ ∈ = ⇔ = ∨ =  
, : 1 1 1m n IN mn m n∀ ∈ = ⇔ = ∧ =  
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 INالقسمة الإقليدية في  6.9
  نظرية تمهيدية

  .*IN من b و IN من aليكن العددان الطبيعان بحيث 
*( 1) ,

( 1)
( 1)

a b ab b b IN
a b ab a
a b a

+ = + ∈
⇒ + ≥
⇒ + ≥

  

 p=a+1نضع 
  نص النظرية

( ) *, /a b INxIN p IN pb a∀ ∈ ⇒ ∃ ∈  
  INتعريف القسمة الإقليدية في 

}:ما يليليكن لدينا المجموعة المعرف آ }, / , 0 :G x x IN a b a xb= ∈ ∃ ≠ ≺  
1( Gليست حالية .  
2(  G محدودة من الأسفل )G محتواة في IN ( بالعنصرa .إذن يقبل عنصر.  
  ).0(هذا العنصر يختلف عن الصفر  )3

k هو أصغر عنصر لهذه المجموعة و بحيث (k+1)ليكن  IN∈.  
):لدينا 1)a k b k G+ ⇒ a إذن ≻∌ kb  
)(1)..………… ومنه 1)kb a k b+≺ ≺ 
a نضع kb r a kb r− = ⇒ = +  
  لدينا

0 0kb a a kb r
a kb b a kb b

⇔ − ≥ ⇒
+ ⇒ −

≺
≺ ≺

  

  إذن

0
r a kb a kb r

r b
= − ⇔ = +

 ≤ ≺
  

  نظرية

( ) *, !( , ) /
0
a kb r

a b INxIN k r INxIN
r b

= +
∀ ∈ ⇒ ∃ ∈  ≤ ≺

  

)العملية التي انتقلنا بها من  , )a b إلى ( ),k rلقسمة الإقليدية في  هي اIN.  
  . هو باقي القسمةr هو القاسم،b هو حاصل القسمة، k هو المقسوم، aحيث 
512: مثال 72(7) 8= ,512 أي + 72, 7, 8a b k r= = = =  

  قاسم عدد طبيعي

  .a بأنه قاسم للعدد b فنقول عن r=0إذا آان 
  مضاعف عدد طبيعي

  .bدد الطبيعي  بأنه مضاعف للعa فنقول عن r=0إذا آان 
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  الأعداد الأولية 6.10

  .m و 1 بأنه أولي إذا آان يقبل قاسمين و هما IN من mنقول عن العدد 
 2,3,5,7,11,13,17,19 لمث
  لاحظةم

   ليسا أوليان1 و 
  نظرية

  . يقبل على الأقل قاسما أوليا1 أآبر تماما من mآل عدد طبيعي 
  البرهان

  الحالة الأولى

mنفسه،أي يقبل قاسما أوليا أولي فهو يقبل القسمة على .  
  الحالة الثانية

m            ر يكن    .m و   1 غير أولي، إذن فهو يقبل قواسم أخرى غي ذه القواسم و       d ل  هو أصغر ه
  .m=d.k:معنى هذا. 1أآبر تماما من 

   أولي و هو المطلوبd إما  )1
 إذن يناقض الفرضية .m قاسم ل ـ d1 و منه  d1 غير أولي و بالتالي يقبل قاسم      d إما  )2
dأولي .  

  نتيجة

)آل عدد طبيعي  1)n غير أولي يقبل على الأقل قاسما أوليا d2: بحيثd n≤.  
  برهان

m إذن m أصغر قواسم dليكن  dk= مع dأولي .  
d و منه m يقسم kإذن  k≤ 2 أيd kd m≤   .هو المطلوب و =

  نظرية

  .إن مجموعة الأعداد الأولية غير منتية

   لمعرفة أولية عدد طبيعي(Crible)طريقة الغربال 

1  2  3  4  5  6  7  8  9  10 11 
12  13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 
23  24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 
34  35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 
45  46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 
56  57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 
67  68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 
78  79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 
89  90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 

100  …                   
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  الأعداد الأولية فيما بينها 6.11

  تعريف

ن   ول ع ان   b و aنق ا إذا آ ا بينه ان فيم ا أولي مة ع a بأنهم ل القس ى  لا يقب ل b و bل  لا يقب
  .aالقسمة على 

  نظرية

  .آل عدد أولي، فهو أولي مع آل الأعداد الأصغر منه
  نظرية

  .عددان أوليان مختلفان هو أوليان فيما بينهما و العكس غير صحيح
  )بيزوت(نظرية 

ددان  ون الع حيحان   b و aيك ددان ص د ع ا إذا وج ا بينهم ان فيم α, أولي βث   بحي
1a bα β+ =  

  ترميز
21 ( , ) / 1a b IZ a bα β α β∧ = ⇔ ∃ ∈ + =  

  قواسم عدد طبيعي 6.12

ددان  يكن الع ث b و aل ول إن   b بحي دوم نق ر مع ي غي دد طبيع م b ع دد a يقس د ع  إذا وج
a  بحيثkطبيعي  kb=  
  البحث المنظم عن محموعة قواسم عدد طبيعي 6.12.1

  تحليل عدد طبيعي إلى جداء عوامل أولية
  نظرية

   يحلل بطريقة واحدة و واحدة فقط إلى جداء عوامل أولية1آل عدد طبيعي أآبر تماما من 
31 2

1 2 3. . ..... p
pn a a a aααα α=  

,.....,1 أعداد أولية و a1 ,...,.apحيث  pα αأعداد طبيعية . 
  وجود التحليل

ل           nآل عدد طبيعي     ى الأق ا عل ل قاسما أولي ة ( يقب يكن  ) نظري ذه القواسم    هو أصغر  d1ل  ه
1:الأولية 1/1n kd d n= ≺ ≺  

  .انتهى.  أوليkإذا آان   )1
  :لدينا. غير أوليkإذا آان   )2

k:1 القاسم الأولي الأصغر لـ d2 قاسما أوليا على الأقل و ليكن kيقبل  2k k d=  
1 أي 1 2k k d d=  

1 و نكمل بنفس المنطق حتى 2....... kk d d d=  
  وحدانية التحليل

31 نفرض وجود تحليلين 2
1 2 3. . ..... p

pn d d d dααα α=31 2
1 2 3. . ..... k

kn c c c cβ ββ β=  
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3 إذن 31 2 1 2
1 2 3 1 2 3. . ..... . . .....p k

p kn a a a a c c c cαα β βα α β β= =  

d1 31 يقسم 2
1 2 3. . ..... k

kc c c cβ ββ β 1 لكن 2 3, , ,....., kc c c c.عوامل أولية.  
1إذن حتما  id c=.تناقض مع الفرضية.  

  نظرية أساسية

  .nحث عن قواسم عدد طبيعي الب
31ليكن  2

1 2 3. . ..... p
pn d d d dααα α=  

   تساويnفإن قواسم العدد 
( )( ) ( )1 20 1 0 1 0 1

1 1 1 2 2 2.. .. ...... .. p
p p pd d d d d d d d dαα α+ + + + + + + + +  

)عددها يساوي  )( )1 21 1 .......(1 )pα α α+ + +  
  مثال

30=2x3x5 
 عدد القواسم يساوي

(1+1)(1+1)(1+1)=8 
  و هي

{ }

(1 2)(1 3)(1 5) (1 2 3 6)(1 5)
(1 5 2 10 3 15 6 30)
1,2,3,5,6,10,15,30

+ + + = + + + +
= + + + + + + +

=

  

  120قواسم 
 23x3x5=120لدينا 

  16=(4x2x2) يساويعدد القواسم 
  و هي

{ }

(1 2 4 8)(1 3)(1 5)
(1 3 2 6 4 12 8 24)(1 5)
(1 3 2 6 4 42 8 24 5 15 10 30

20 60 40 120)
1,2,3, 4,5,6,8,10,12,15,20,24,30,40,60,120

+ + + + +
= + + + + + + + +
= + + + + + + + + + + + +

+ + +

=

  

  مجموعة مضاعفات عدد طبيعي 6.13

{ },nM kn k IN= ∈  
  d) (pgcd نالقاسم المشرك الأآبر لعددين طبيعيي

3 ليكن 31 2 1 2
1 1 2 3 2 1 2 3. . ..... , . . .....p q

p qn d d d d n b b b bα βα βα α β β= =  
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ددين    ر للع ترك الأآب م المش الرمز   n2 و n1القاس ه ب ز ل 1 نرم 2n n∧ د اويا لج ل  مس اء آ
  .العوامل المشترآة و بأصغر أس

 m (ppcm) المضاعف المشترك الأصغر

n2 (1 أو n1الموجودة في (تؤخد آل العوامل و بأآبر أس  2m n n= ∧  
  العلاقة بين القاسم المشترك الأآبر و المضاعف الأصغر

1 2. .n n d m=  
  برهان

1:لدينا 2n n m∨ 1  و  = 2n n d∧ =  

1 2 1 2, / / 1n n d a b n da et n bd a b∧ = ⇒ ∃ = = ∧ =  

1 2,m n m nα β= = 
1لكن  2n n da db a bα β α β α β= ⇒ = ⇒ =  

  :حسب نظرية غوس فإن
a يقسم β إذن kaβ =.  
kbα إذن α يقسم bو  =.  
2 إذن ( )m n kadb k adbβ= = =  
m مضاعف للعدد adb 1 و لكن 2adb n b n a= =.  

adb1  مضاعف للعددn. وadb2  مضاعف للعددn.  
adbمضاعف لمضاعفها المشترك الاصغر  adb مضاعف لـ m.  
  m مضاعف للعدد adb و adb مضاعف للعدد m: لدينا

mو منه فإن  adb=  
1إذن  2( )( )md da db n n= =  



 

40

  الفضاءات الشعاعية
  الفضاء الشعاعي 7

  تعريف

يكن  ل  IKل ديلا مث لا تب يكن ……Q,IR,:  حق ة و  Eو ل ة آيفي ب  +  مجموع انون ترآي ق
  .زمرة تبديلية) , E(+ بحيث  Eداخلي في

. :
( , ) .

I K x E E
x xλ λ

→
→

  

  بحيث يحقق
a(  , , : ( )x y E IK x y x yλ λ λ λ∀ ∈ ∀ ∈ + = +  
b( , , : ( )x E x IK x x yλ α β α β∀ ∈ ∀ ∈ + = +  
c( , , ; ( ) ( )x E IK x xα β αβ α β∀ ∈ ∀ ∈ =  
d( : 1.x E x x∀ ∈ =  

 IK على الحقل اعيايشكل فضاء شع) .,+,E( نقول أن الثلاثي 2 و 1عندما يتحقق 
  أمثلة

  .مجموعة الأشعة الحرة في الفضاء  )1
  .جمع الأشعة :  +

  . جداء الشعاع بسلمي.
)E,+,.( ش على على .فIR.  
2( nE IR=  

1 1 1 1, : ( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )n n n na b E a b a a b b a b a b∀ ∈ + = + = + + 

1 1, , : ( ,..., ) ( ,..., )n na E IR a a a aλ λ λ λ∀ ∈ ∀ ∈ = 
(E,+,.)ش على الحقل . فIR 

3( { }:E f IR IR= →  
  تطبيقات عملية جمع تطبيقين و جداء تطبيق بسلمي آمايلينعرف على مجموعة ال

, : (  )( ) ( ) ( )f g E f g x f x g x∀ ∈ + = +  
, : ( )( ) ( )IR f E f x f xλ λ λ∀ ∈ ∀ ∈ =  

)E,+,.( ش على .فIR  
4(  ( ){ }, ,n n n

E u IR n IN u convergente= ∈ ات ( ∋ ة المتتالي مجموع

  n=un+vn, . :(λu)n=λun(u+v): +بالعمليتين  مزودة )الحقيقية المتقاربة
  (E, +, .)على الحقل ش .فIR 

5(  { }: ,E f IR IR deux fois dérivable= →  
( )( ) ( ) ( )f g x f x g x+ = ++:  

( )( ) . ( )f x f xλ λ=.:  
 (E,+,.)ش على الحقل .  فIR 
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  الحساب في الفضاء الشعاعي

  :في فضاء شعاعي لدينا
1(  ( )x y x y zλ λ λ λ+ + = + +  

  لأن
( )( )

( ) ( )

x y z x y z

x y z x y z
x y z

λ λ

λ λ λ λ λ
λ λ λ

 + + = + + 
= + + = + +
= + +

  

2(  . E EO Oλ =  
  لأن

( 0 0x x x xλ λ λ λ λ= + ⇒ + =  
( ) ( ) 0 ( )x x x xλ λ λ λ λ⇒ − + + = − +  

0 0 0 0 0λ λ⇒ + = ⇒ =  
3(  0 . 0IK x =  

  لأن
(1 0) 1 0x x x+ = +  

(1 0) 1 1 0 1x x x x x+ = ⇒ + =  
(1 ) (1 ) 0 (1 ) (1 )x x x x x⇒ − + + = − + 

.IK EO x O⇒ =  
4(  ( ) ( ).x xλ λ− = )  لأن − ( )) 0x xλ λ+ − =  

  الفضاء الشعاعي الجزئي 7.1

    .E  جزء من  F و ليكن IKش على الحقل  . فEليكن 
  :  إذا تحققE أنه فضاء شعاعي جزء من  Fنقول عن : تعريف

1(  F φ≠  
2(  , :x y F x y F∀ ∈ − ∈  
3(  , ,x F K x Fλ λ∀ ∈ ∀ ∈ ∈  

  مثال

)} 2و نعتبرIR  فضاء شعاعيا على E=IR2ليكن  ,  ) / 2 -3 0}F a b IR a b= =  
Fج من .ش. هو فEلأن :  
1(  (0.0) F∈  
2(1 1 2 2 1 2 1 2( , ), ( , ) x-y (a -a ,b -b ) Fx a b y a b F∀ = = ∈ ⇒ = ∈  

1 لأن 2 1 2 1 1 2 22( ) 3( ) 2 3 ) (2 3 ) 0 0 0a a b b a b a b− − − = − − − = − =  
3(  1 1 1 1( , ) , ( , )x a b F IR x a b Fλ λ λ λ∀ = ∈ ∀ ∈ ⇒ = ∈  

1  لأن 1 1 12( ) 3( ) (2 3 ) 0 0a b a bλ λ λ λ− = − = =  
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  قضية

  :IK فضاءا شعاعيا على الحقل E جزء من F ليكن 
Fج من .ش. فE  
1(  F ≠ Φ  
2(  , , ,IK x y F x y Fε β α β∀ ∈ ∀ ∈ ⇒ + ∈  

  برهان

1x y F α β− ∈ ⇐ = − =  
0x F IKα α β∈ ⇐ ∈ =  

 ةملاحظ

{OE} و E هما أبسط فضائين شعاعين من E.  
  فضاء شعاعي جزئي مولد عن طريق مجموعة 7.1.1

   نسمي E مجموعة جزئية من A، ليكن IK فضاءا شعاعيا على الحقل Eليكن 
 أصغر فضاء شعاعي جزئي من Eمن .Aفضاء شعاعي جزئي مولد عن طريق المجموعة    

E و يحوي A).و نرمز بالرمز) أصغر بمعنى الاحتواء < A>  
  ملاحظة

1(  ({ }0φ< >=  

A فإن فضاء شعاعي جزئيA إذا آان   2) A=  
  فضاء شعاعي جزئي مولد عن طريق عائلة منتهية من الأشعة 7.1.2

  تعريف

ة       دينا العائل }لتكن ل }1 nx ,...x ل      E من الأشعة من فضاء شعاعي              ى الحق  نسمي  IK عل

}مزجا خطيا للأشعة }1 nx ,...x 1  آل عبارة من الشكل  1 2 2 ......... n nx x x xλ λ λ= + + +  

}حيث  }1,........, nλ λ و  سلامياتx شعاع من E  
  تعريف

}تكن لدينا العائلة     }1 nx ,...x ق                د عن طري ي المول  من الأشعة إن الفضاء الشعاعي الجزئ
   هذه العائلة معرفا بـ

{ } { }1 1 1 1,..., ..... / ,....,n n n nx x x x IKλ λ λ λ< >= + + ∈  
  فضاءات الشعاعية الجزئيةتقاطع ال 7.1.3

ة من       i∈I   (Fi)لتكن ة من فضاءات شعاعية جزئي =iF  إنE عائل F
i I∈
ج من  .ش.هي ف  ∩

E.  
  برهان

0, لأن  )1 0i iEE i I
F Fi I

∈
∈ ⇒ ∈∀ ∈ ∩  
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 F من x, yليكن   2)
?

⇐ x-y من F 
, ,i i i

L I
x F x F x F i I x F i I

∈
∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈ ∀ ∈ ⇔ − ∈ ∀ ∈∩  

,i i
L I

y F y F y F i I
∈

∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈ ∀ ∈∩  

i i
L I

x y F i x y F F
∈

⇒ − ∈ ∀ ⇒ − ∈ =∩  

x,ليكن  )3 F IK x Fλ λ∈ ∈ ⇒ ∈  
, ,i ix F x F i I x F i Iλ∈ ⇔ ∈ ∀ ∈ ⇒ ∈ ∀ ∈   

  Eج من .ش. فFiلأن 
i i

L I
x F x Fλ λ

∈
⇒ ∈ ⇒ ∈∩ 

  اتحاد فضاءات شعاعية 7.1.4

ا فضاءا شعاعيا    Eشعاعي . من فشاءF2 و   F1إن اتحاد فضائين شعاعين جزئيين        ليس دوم
  .جزئيا
  مثال

  زئيااتحاد مستقيمين ليس فضاءا شعاعيا ج IR2 الفضاء الشعاعي في
  نظرية

  : لدينا Eج من .ش. فF2 و F1 و ليكن IKش على الحقل . فEليكن 
1 2F F∪ج من .ش. فE 1 2F F⊂ 2 أو ⇔ 1F F⊂  
  برهان

⇒  
1 2 1 2 2F F F F F⊂ ⇒ ∪ =  

2 1 1 2 1F F F F F⊂ ⇒ ∪ =  
⇐  

1نفرض أن  2F F∪ 1ج لكن .ش.ف 2F F⊄ 2 و 1F F⊄  
1ليكن  2,x y F F∈ 1 بحيث ∪ 2 2 1,x F F y F F∈ − ∈ −  

2'y x F− x'1 و ∌ y F⇒ − ∉ 
  م .هـ.تناقض و

  جمع الفضاءات الشعاعية الجزئية 7.1.5

  تعريف

يكن  الرمز   F2 و F1مي جمع  نس  .Eجزئيين من   .شعاعيين . فضائين  F2و  F1 ل  و نرمز ب

1 2F F+1 العبارة التالية 2 1 2F F F F+ =< ∪ >  
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  نظرية

{ }1 2 1 2 1 1 2 2/ ,F F x x x F x F E+ = + ∈ ∈ ⊂ 
  )تعميم( تعريف

   نعرف جمع هذه الفضاءات Eجزئي من .شعاعي.فضاء F1 ,…..,Fp Pليكن لدينا 

الشعاعية الجزئية و نرمز بالرمز 
1

P

i

Fi
=
1 تاليةعبارة الل ∑ 2

1

.....
p

i P
i

F F F F
=

=< ∪ ∪ ∪ >∑  

  نظرية

{ }1 2 1...... ......... / , 1,P P i iF F F x x x F i p+ + + = + + ∈ ∀ = 

  الجمع المباشر للفضاءات الشعاعية الجزئية 7.1.6

  تعريف

) F1+...+Fpيكون الجمع  )2P    مباشرا إذا آانE جزئي من .شعاعي. فضاءp لـ ≤
دا و نكتب          xنشر آل شعاع     ة وحي ى جمع أشعة من آل الفضاءات الشعاعية الجزئي  : إل

1 2 ........ PF F F⊕ ⊕ ⊕  
  )تمييز( نظرية

)P=2(  
} مباشرا إذاا F1+F2يكون الجمع  }1 2 E0F F∩ =  

(P>2)   

} مباشر إذااF1+F2....+FPيكون الجمع  }0 , 1,
1

.

P
F F i Pi k E

k
k i

∩ = ∀ =∑
=
≠

  

  ملاحظة

رط   أن الش د ب }لا يجب أن نعتق }0i j EF F∩ ة  = ي حال اف ف 2Pآ ان < و إن آ
  .اضروري
  فضاء شعاعي إضافي 7.1.7

  تعريف

 بأنهما إضافيان F2 و F1نقول عن فضائين شعاعين  IKشعاعي عل الحقل .فضاءE ليكن 

1 إذا و فقط إذا 2E F F= ⊕ 

1أي 2 1 2 1 2, !( , ) /x E x x F F x x x∀ ∈ ∃ ∈ × = +  

  ملاحظة

  .لا نخلط بين إضافيا و مكملايجب أن 
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  بعده –أساس فضاء إشعاعي  7.2
  تعريف

   مستقلة IK( أنها مستقلة خطيا Eفضاء شعاعي من  x1 ….xnشعاع n نقول عن
  إذا و فقط إذا تحقق) خطيا

1 1 1 1 2,...., / .... 0 ...... 0n n n nIK x xλ λ λ λ λ λ λ∀ ∈ + + = ⇒ = = = =  
} نقول أيضا بأن الجزء }1..... nx xمستقل أو حر .  

  تعريف

   بأنها مرتبطة خطيا إذاا تحقق xn,…,x1 شعاع nنقول عن 
{ }

01 1 0...... 0 1,...., 0n n ix x i n tqλ λ λ+ + = ⇒ ∃ ∈ ≠  

}نقول أيضا بأن الجزء  }1..... nx xمرتبط .  
  تعريف

   <E=<A إذا تحقق ما يلي E بأنها مولدة لـ  E منAنقول عن مجموعة 
}في حالة  }1,....., nA x x= فإنها A مولدة لـ  Eإذا تحقق  

1 1 1, ,..., ....n n nx E IK tq x x xλ λ λ λ∀ ∈ ∃ ∈ = + +  
  نظرية

  : إذنIK فضاء شعاعي على Eليكن 
  . يحوي جزء مرتبط فهو مرتبطEآل جزء من   )1
  .فهو حرآل جزء من جزء حر   )2

  برهان

}  ليكن)1 }1,..., nA x x= جزء مرتبط من E و ليكن B جزء من E بحيث A B⊂  
   جزء حرBنفرض بالخلف بأن 

 نإذ
11 1 2... 0 ... 0n n nx xλ λ λ λ λ+ + = ⇒ = = = =  

1لكن  2 ... 0nλ λ λ= = =   . حر تناقضA تعني أن =
  تناقض) 1( حسب  مرتبطD حر نفرض أنها تحتوي على جزء E جزء من  Cليكن )2

  أساس فضاء شعاعي 7.2.1

  تعريف

  . إذا آان حر و مولدE إنه أساس لـ Eنقول عن جزء من 
  ملاحظة

  .الأساس ليس وحيدا
  تعريف

د ف  مي بع ل  E ش.نس ى الحق الرمز     IK عل ز ب ه و نرم ات أساس دى مجموع لي إح   أص
dim E n=  
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  مثال

{ }0 1 2 0

2
1 2, , , ,E a a x a x a a a IK= + + ∈  

}إن }21,x,x  أساس لـE 3 و بعده يساوي.  
  نظرية

  E مولد لـ Aنفرض وجود جزء منته . فضاء شعاعي منتهEليكن 
}نفرض وجود  }1,........., pL x x A=   . حر⊃

L بحيث B) أساس(إذن توجد قاعدة  B A⊂ ⊂.  
  )تمرين(برهان
  قضية

  .ك أساسآل فضاء شعاعي ذو بعد منته يمل
  برهان

}ليكن  }E 0E≠ ⇐ وجود r من E 0 وr }  بحيث≠ }L r E= ⊂  
  النظرية السابقةحسب 

:B tq L B E⇒∃ ⊂ ⊂  
  نظرية الأساس غير التام 7.3

)1ليكن .nشعاعي ذو بعد يساوي . فضاءEليكن  ) , ,..., pp n x x< أشعة  

p,...,1ننا أن نجد أشعة مستقلة خطيا إذن يمك nx x+ من Eبحيث  { }1,..., nx x  

  .Eتشكل أساسا لـ 

  برهان

}ليكن  }1
,...,

p
L x x=  لتكنA1    مجموعة الأشعة المولدة لـE 1 و ليكنA L A= ∪  

Lإن  A⊂ و حسب النظرية السابقة يمكن أن نجد أساس B بحيثL B E⊂ ⊂  
  نظرية

) فضاءا شعاعيا بعده يساوي Eليكن  )0n n≠.  
  .n يكون عدد عناصره أقل أو يساويEآل جزء حر من   1) 
  . شعاع تكون حتما مرتبطةn +1لأقل من ، مكونة على اEجملة أشعة من  2)
  .E شعاع تشكل حتما أساس لـn حرة مكونة من Eجملة من   )3
  . أو أآثر شعاعn يتشكل حتما من E مولد لـ Eآل جزء من   )4
ر من        Eجملة أشعة من      )5 ا أن تكون جزء         n-1، مكونة على الأآث شعاع لا يمكنه

  .Eمولد لـ 
  . شعاع هي حتما أساسn مكونة من Eجملة مولدة لـ   )6
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  برهان

  نتيجة مباشرة للنظرية السابقة 
  نظرية

dimE فضاء شعاعي بحيث Eليكن  n=.  
   لديناEعيا جزئيا من  فضاء شعاFليكن 

(1  dim dimF E≤.  

2(  }d i m d i m
F E E FF E

⊂ ⇒ ==   

  بعد جمع فضائين جزئيين

,...,1ليكن لدينا  nn F F فضاء شعاعي جزئي من E  
  :لدينا ما يلي

( )1 1dim ..... dim .... dimn nF F F F⊕ ⊕ = + +  

( ) ( )1 2 1 2 1 2dim dim dim dimF F F F F F+ = + − ∩   
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  يةالتطبيقات الخط
  التطبيقات الخطية 8

  .IK فضائين شعاعين على نفس الحقل F و Eليكن 
  تعريف

   بأنه خطي إذا حقق الخاصتين F و Eنقول عن تطبيق من 
1(  ( ) ( ) ( ), ,x y T x y T x T y∀ ∈Ε + = +   
2(  , : ( ) ( )IK x T x T xλ λ λ∀ ∈ ∀ ∈Ε =   

  1 مثال
:f IR IR

x ax
→
→

  

  2مثال 
3 4:

( , , ) ( , , , )
f IR IR
x y z x y x y z x

→
+ +

  

  3مثال 
}ليكن  }: ( ),E f f C I I IR∞= ∈ ∈  

:
( )

g E E
f g f f
→

′=
  

  نظرية

   خطي يلزم و يكفى أن يتحققF و E تطبيق من  Tحتى يكون
( ), , , ( ) ( )IK x y E T x y T x T yα β α β α β∀ ∈ ∀ ∈ ⇒ + = +  

  برهان

1αمن أجل  β=    يتحقق الشرط الأول=
0βمن أجل     آيفي يتحقق الشرط الثانيα و =

  ملاحظة و تعاريف

  .)منته أو غير منته( أن يكونا ذا بعد آيفي F و Eيمكن لـ   )1
  . نقول عن التطبيق الخطي بأنه باطنيE =Fعندما يكون   )2
  . نقول عنه بأنه تشاآلF في Eعندما يكون التطبيق متقابل من   )3
  . نقول عنه بأنه ذاتيE = Fعندما يكون التطبيق متقابل و   )4

  نظرية

  .تطبيق خطيإن ترآيب تطبيقين خطين   )1
  .إن ترآيب تطبيقين تشاآلين على نفس الحقل هو تشاآل  )2
  .إن ترآيب تطبيقين باطنيين هو تطبيق باطني  )3
  .إن ترآيب تطبيقين ذاتيين هو تطبيق ذاتي  )4

  )تمرين (برهان
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  قضية

  ليكن لدينا تطبيق خطي
:

( )
f E F
x f x y

→
→ =

  

)إن حل  )f x y= يعود إلى حل ( ) 0f z 0z حيث = x x= −  
  برهان

0حل  ( )y f x= يستلزم وجود x0  0بحيث 0( )y f x=  
0إذن 0( ) ( )f x f x y= 0 و منه= 0( ) ( ) 0 ( ) 0f x f x f x x− = ⇒ − =  

0zيكفي فقط وضع  x x=   م .هـ.و −
  تطبيق خطينواة  8.1

  تعريف

يكن  ن fل ق خطي م ي E تطبي ة  إن F ف }المجموع }, : ( ) 0x x E f x∈ واة =  و f تسمى ن
   Ker fيرمز لها بالرمز

  تطبيق خطي صورة 8.2
  تعريف

} إن المجموعة  F في    E تطبيق خطي من      fليكن   }( ),f x x E∈    تسمى صورة التطبيق 
Imالخطي و يرمز لها بالرمز gf  

} لدينا }Im , / : ( )g f y y F x E f x y= ∈ ∃ ∈ =  
  نظرية

  : لديناF في Eطي من  تطبيق خfليكن 
1(  { }0Ef Kerf⇔    متباين =
2(  Imf gf F⇔    غامر =

  برهان

) بحيث E من /x و xليكن   )1 ) ( )f x f x′=  
{ }0 ( ) ( ) 0 , ,E FKerf f x f x x x E′ ′= ⇔ − = ∈  

x x′⇔ =0Ex x′⇔ − =( ) 0Ff x x′⇔ − = 
2(  ( ) , / ( )f E F y F x E f x y= ⇔∀ ∈ ∃ ∈    غامر fأي أن  =

  يةقض

f:ليكن  E F→ تطبيق خطي   
  .E فضاء شعاعي جزئي من Ker fإن 
Imإن  gf  فضاء شعاعي جزئي منF.  

  )تمرين  (برهان
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  مثال
2 2:

( , ) (2 5 ,3 8 )
f IR IR
x y x y x y

→
→ + +

  

   خطي fيمكننا أن نتبين بسهولة بأن 

{
{ }

2 5 02( , ); ( , ) / 3 8 0

(0,0)

x yKerf x y x y IR x y
 + == ∈ + = 

=
 

  . متباينfإذن 
  رتبة تطبيق خطي 8.3

  تعريف

مي رتب ن ي  س ق خط f:ة تطبي E F→   ي عاعي الجزئ اء الش د الفض ز f (E) بع  ونرم
)بالرمز  )dim ( )rgf f E=.  
  نظرية

يكن  ديلي     F و Eل ل التب ى الحق عاعين عل ائين ش يكن   IK فض ين و ل دين منتهي  ببع
:f E F→تطبيق خطي لدينا   

dim dim dim dimrgf E Kerf E rgf Kerf= − ⇔ = +  
  مثال

:
2( ) ( 4)

f E E

P f p x x p

→

′′= + +
  

] مرتين وp يرمز لمشتقة //pحيث  ]{ }, 3E p IR x d p= ∈ ° ≤  
  . تطبيق باطنيfبرهن أن 

  .أحسب رتبته
  حل

β, و ليكن E من P2 و P1ليكن  αسلمين لدينا :  
2

1 2 1 2 1 2( ) ( 4)( ) ( ) ( )f p p x x p p f p f pα β α β α β′′+ = + + + = +  
   خطي fإذن 

هو باطني لأن 
3

1 2
1

( ) ( ) 6 2i
i

i
p x a x p x a x a

=

′′= ⇒ = +∑  

2 3 2
1 2 1 1 2 1 2 2( ) (2 4)(6 2 ) 6 (6 2 ) (24 2 ) 8f p x x ax a ax a a x a a x a E⇒ = + + + = + + + + + ∈  

   باطنيfإذن  E =Eأي 
dimلدينا : fحساب رتبة  dimrgf E Kerf= −  
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  .4 يساوي Eلكن بعد 
{ } { }1 2 1 2ker , / ( ) 0 , , dim 2f p p E f p a x a a a IK Kerf= ∈ = = + ∈ ⇒ =

4 و منه 2 2rgf = − =   
  نتائج

  .إن التطبيق العكسي لتشاآل تشاآل  )1
   خطي لديناfمن أجل   )2

: ( ) ( )
(0 ) 0 .E F

x E f x f x
f
∀ ∈ − = −

=
  

  .F عائلة مرتبطة من f(A) فإن E عائلة مرتبطة من Aإذا آانت   )3
Imعائلة مولدة لـ  A(f( فإن E عائلة مولدة لـ Aذا آانت إ  )4 gf.  
  .F جزء حر من B(f( فإن E جزء حر من B متباين و آان fإذا آان   )5
  .F أساس لـ B(f( فإن E أساس لـ B متقابل و آانت fإذا آان   )6
}إذا آان   )7 }1,...., nB e e= أساس لـ E1 ن فإIm ( ),...., ( )nf f e f e=.  

  فضاء التطبيقات الخطية 8.4

تكن  IK فضائين شعاعين على F و Eليكن  ة    Hom (E,F) و ل ات الخطي  مجموعة التطبيق
:f E F→نزود هذه المجموعة بالقانونين التالين :  

: ( , ) ( , ) ( , )

( , )

Hom E F Hom E F Hom E F

f g f g

+ × →

+
 

. ( , ) ( , )

( , )

IK Hom E F Hom E F

f fλ λ

× →
  

) إن ( , ), , .)Hom E F   . IKفضاء شعاعي على الحقل +
   ثنوى فضاء شعاعي–ال الخطية الإشك 8.5

  تعريف

ى   ي عل كل خط مى ش ي.IKأو (IKنس كل خط ي ) ش ق خط ل تطبي كل آ ن الش  م
:f E IK→ 

  مثال
3:

( , , ) 2
f IR IR
x y z x y z

→
→ − +

 

  تعريف

  ، مجموعة آل الأشكال IK على الحقل Eنسمي فضاء ثنوي لـ فضاء شعاعي 
  E*=Hom (E, IK) و نرمز بالرمز Eالخطية على 
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  وفاتالمصف
  المصفوفات 9

  تعريف

ل      ن الحق ر م فوفة ذات عناص مي مص ة  (IKنس ع    ) Aالحلق تطيل أو مرب دول مس ل ج آ
ijaلعناصر  IK∈)  أوija A∈ (i يدل على رقم السطر و jيدل على رقم العمود .  

) أو Mنرمز للمصفوفات بالرمز  )1
1

i pij
j n

a ≤ ≤
≤ ≤

  

. . .11 1
. . . . .

1 . . . .( ) .
1 . . . . .

. . .1

a a n

i p aM a ijij
j n

a ap pn

 
 
 

≤ ≤  = = ≤ ≤  
  
 

  

ن الصنف ) 1 تطيلة م ن p x nنسمي مصفوفة مس كلة م ل مصفوفة مش  n سطر و p آ
  .عمود

  . عمودn سطر و n آل مصفوفة مشكلة من nنسمي مصفوفة مربعة من الصنف ) 2

}نسمي القطر الأساسي لمصفوفة مربعة مجموعة العناصر ) 3 } { }111
,...,ii nni n

a a a
≤≤
= 

}أما القطر الثانوي هو } { },. . . ,( 1 1 11
a a ai n i n ni n

=+ − ≤ ≤  

  وي المصفوفاتتسا 9.1
  تعريف

ا متساويان إذا وفقط إذا        ،  B=(bij) و   (aij)=(A)لتكن لدينا مصفوفتان     ول أنهم  A آانت  نق
, من نفس الصنف و Bو  i j iji j a b∀ =  

  مصفوفات خاصة 9.2

  هي آل مصفوفة عناصرها معدومة آليا :المصفوفة المعدومة  )1
  مثال

0 ,

0 0 0
0 0

. . . ,
0 0

0 0 0

 
  
     

 
  

دة  )2 فوفة الوح ي:مص اوي   ه ا تس ر قطره ث عناص ة بحي فوفة مربع  أي 1 مص
(aii=1)أما باقي العناصر فمعدومة .  

  مثال

1 0 0
1 0

0 1 0 , ,1
0 1

0 0 1
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لمية    )3 فوفة س ق      مص رها تحق ث عناص ة بحي فوفة مربع ل مص ي آ ه
0 , 1

i jij iia i n a d
≠
= ≤ ≤ =  

  مثال

0 0
7 0

0 0 , , 14
0 7

0 0

h
h

h

 
  
     

 

  

ل أحد         :مصفوفة قطرية   )4 ى الأق ة بحيث عل ا   هي آل مصفوفة مربع عناصر قطره
  الرئيسي غير معدوم أما باقي العناصر فمعدوم

{ }
0 0

0 1, / 0

0 , 1, . . . . ,
i i

i j i j

i n a

a i j n≠

 ∃ ∈ ≠


= ∀ ∈
 

  مثال

1 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0
0 0 2 0 0 5

   
   
   
   
   

 

  .x p 1هي آل مصفوفة من الصنف :مصفوفة سطر  )5
  .q x 1هي آل مصفوفة من الصنف :مصفوفة عمود  )6
) هي آل مصفوفة مربعة بحيث:مصفوفة متناظرة  )7 )1

1
i pij ji
j n

a a ≤ ≤
≤ ≤

=  

  مثال

1 3 8
5 4

3 0 5 ,
4 2

8 5 2

 
  
     

 

  

  مصفوفة مثلثية  )8
مصفوفة مثلثية هي مصفوفة مربعة بحيث آل عناصرها الموجودة على إحدى الجهتين من              

  :القطر الرئيسي معدومة آليا،ونميز صنفين
ija مصفوفة مثلثية سفلية 0  i j= ≺   
ija مصفوفة مثلثية علوية 0  i j=  

  (Jordan)نمصفوفة جوردا  )9
هي مصفوفة مربعة بحيث آل عناصر القطر الأساسي تكون متساوية و آل عناصر القطر               

   بينما باقي العناصر تكون معدومة آليا أي1الموازي للقطر الأساسي تكون مساوية لـ 
{ }

1

, 1, . . . . ,
1 1 1

0
i i

i i

i j

a b i n
a i n

a il le u r s
+

 = ∀ ∈
 = ≤ ≤ −


= Α
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  هناك مصفوفات خاصة أخرى
  مصفوفة تطبيق خطي 9.3

ـ     F و pببعد مساو لـ    IK فضاءا شعاعيا على الحقل      Eليكن   د مساو ل  n فضاءا شعاعيا ببع
f:و ليكن E F→تطبيقا خطيا   
  تعريف

ي  ق الخط فوفة التطبي مي مص اس fنس بة للأس } بالنس }ie ـ }و  E ل }jw ـ  F ل
  للصور aijللمعاملات ) المستطيل(الجدول المربع 

( )
1 2 21 ... , 1,

i i ni nif e a w a w a w i p= + + + =  
  مكتوبة في أعمدة

. . .11 1

. . . .21
( , , )   . . . . .

. . . . .
. . .1

a a p
a

M Mat f e wi j

a an np

 
 
 
 

= =  
 
 
  
 

 

  ملاحظة

  . عمودdimE=p سطر و dimF=nلديها  مصفوفة التطبيق الخطي
  .إذا بدلنا الأساس تتبدل معاملات المصفوفة

  مثال

] ليكن ]{ }, , 2oE p p IR x d p= ∈ ≤  

2

:
3 ( 3 ) '( 2 4 ) ''

f E E
p p x p x x P

 →

→ + − − −
  

} بالنسبة للأساس fجد مصفوفة  }21, ,x x  
  حل

  لدينا

2 2

(1) 3
( ) 4 3

( ) 9 8 8

f
f x x

f x x x

=
 = −
 = − −

  

  و منه
3 3 8
0 4 8
0 0 9

M
− − 

 = − 
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  مصفوفة ثلاثية علوية
فوفة ل مص العكس فك 1و ب

1
M ( )ij i p

j n
a ≤ ≤

≤ ≤
ي  (= ق خط ا لتطبي ن إرفاقه  يمك

: n pf IK IK→ث   بحي
1

( )
P

i ij
i

f e a Wj
=

ث  ∑= }حي }ie  ـ } و nIKأساس ل }jw 

  pIKأساس لـ 

  مثال
  المصفوفة

2 1 0
3 0 6

A
 

=  
 

  

  يمكن إرفاقها بتطبيق خطي
3 2:f IR IR→  

  بحيث

1 1 2

2 1 2

3 21

( ) 2 3

( ) 0

( ) 0 6

f e w w

f e w w

f e w w

 = +
 = +
 = +

  

}حيث  }1 2 3, ,e e e أساس لـ IR3  و{ }1 2,w w أساس لـ IR2   
  مرتبة مصفوفة 9.4

  تعريف

  .ة مرتبة التطبيق الخطي المرفق لهذه المصفوفةنسمي مرتبة مصفوف
  ملاحظة

:نعلم أن مرتبة التطبيق الخطي p nf IK K→ هو rgf=dim f(IKP)  
}لكن   }( )if e مولدة لـ f(Ikp)    ود تقلة  f(ei) و منه فإن المرتبة تساوي عدد أشعة العم  المس
  .خطيا
  نظرية

:ق خطي باطني  مصفوفة مربعة مرفقة لتطبيAلتكن  n nf IK IK→   
ngA ذاتي F لدينا n= ⇔  

  برهان

::ليكن n nf IK IK→تطبيق ذاتي إذن :  
1 (⇐ (rg f n rg A ng f n= ⇒ = =  
2(⇒ (: n nf IK IK→ تطبيق باطني و rgA=n لكن rgA=rgf=n   

  .ذاتي f ـمنه ف متقابل وfإذن 
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  الفضاء الشعاعي للمصفوفات 9.5
  ملاحظة

  .إن العمليات على المصفوفات مشتقة من العمليات على التطبيقات الخطية
  تعريف

فوفتين   ع مص فوفة     B و Aإن جم ي المص نف ه س الص ن نف ثC م  و cij=aij+bij  بحي
  .C=A+Bنكتب 
  تعريف

فوفة   رب مص لم Aلض ر λ بس وم بض فوفة    نق ر المص ل عناص أي .Aب آ
( ) ( )ij ijA a aλ λ λ= =  

  نظرية

ذات عناصر   )  عمود P سطر و    nxp )nللمصفوفات من الصنف     M(n,p)إن المجموعة   
  .np، هي فضاء شعاعي ذو بعد يساوي IKمن الحقل التبديلي 

  برهان

  .شعاعي.فضاء IKإن الجمع و الجداء المعرفين هما عمليات 
)  نبحث عن أساس، نختار الأساس التاليM(n, p)بعد لحساب  )ijA aαβ=بحيث   

0 ( , ) ( , )

1 ( , ) ( , )

a si i j

a si i j

α βαβ
α βαβ

= ≠

 = =

  

11 و منه فإن 11 12 12 ...... np npM n A n A n A= + + +  

}نلاحظ بأن العائلة     }11 , ......., ......., npA A        ـ دة ل الي    M(n,p)عائلة حرة و مول  و بالت
  dim M(n,p)=npفهي أساس و عليه 

  مثال

1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1

a c
M a b c d

b d
         

= = + + +         
         

  

  ضرب المصفوفات 9.6

   حقل تبديليIK: ليكن

{ }ie  أساس لـIKn  

{ }jw  أساس لـIKp  

{ }k  أساس لـIKq  

( , , ), ( , , ), ( , , )i j j k i kA M f e w B M g w C M gof eϕ ϕ= = = 

fخطي   IKn  

IKq  

IKp  

gof  
gخطي 
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  لدينا
)1(  

11
( ) ... 1

i pii pf e b w b w i n= + + ≤ ≤  

)2(  
11

( ) ... 1
qjij qf w a a j pϕ ϕ= + + ≤ ≤  

)3(  
11

( )( ) ... 1
qjii qgof e C C i nϕ ϕ= + + ≤ ≤  

  تعطيان) 2(و ) 1(قتين و العلا g و fإن خطية 
1 1( )( ) ( ...... )i i pi pgof e g b w b w= + +  

1 1( ) ...... ( )i pi pb g w b g w= + + ……………………(4)

1 11 11 1 1( ... ) ... ( ... )
q qi q pi p pqb a a b a aϕ ϕ ϕ ϕ= + + + + + +  

 تعطي) 3(و ) 4(قارنة م
1

q

i j i k k j
k

c a b
=

= ∑  

  تعريف

  AB=C أي f بمصفوفة g هي جداء مصفوفة gofإن مصفوفة 
  مثال

1 4
1 2 3 14 32

2 5
4 5 6 32 77

3 6

 
     =        

 

  

   الأعمدة مساوي لعدد الأسطرعدد
  نظرية

ة  )إن المجموع , )M n n   ل ى الحق ة عل فوفات المربع ة  IIK للمص رف حلق ديلي تع  تب
  واحدية، غير تبديلية و غير تامة 

,0غير تامة لأنه لدينا 0 / 0B AB∃ ≠ ≠ = 
1 0 0 0 0 0
0 0 0 5 0 0
    

=    
    

  

  صفوفات القابلة للقلبالم 9.7

-f و للتطبيق العكسي  A=M(f)نرفق مصفوفة  ) فضاء شعاعي  (IKn لـ   fلكل تطبيق ذاتي    

1 إذن B=M(f--1) نرفق المصفوفة 1 1AB BA I fof f of Id− −= = ⇐ = = 
  و منه التعريف التالي

  تعريف

  دت ج و بحيث وn أنها قابلة للقلب إذا آانت مربعة من الصنف Aنقول عن مصفوفة 
nAB مربعة من نفس الصنف و تحقق Bمصفوفة  BA I= =  
  .A لمقلوب  A-1نرمز بـ
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  المث

  مصفوفةأحسب المصفوفة العكسية لـ
5 16
4 13

A
 

=  
 

  

  . وجدتنإ
  حل

 لتكن
a b

B
c d
 

=  
 

  Aبحيث نعتبرها مقلوب  

AB=BA=I2  
5 16 1
4 13 0

5 16 0
4 13 1

a c
a c

b d
b d

 + =
 + =⇔ 

+ =
 + =

  

13, 16 , 4, 5a b c d⇒ = = − = − = 
  قضية

  : لديناIK على الحقل n مصفوفة مربعة من الصنف  Aلتكن 
A قلوبة rgA n⇔ =   .دة مستقلة خطيا الأعم⇔

  قضية

  . القابلة للقلب تشكل زمرة جدائية غير تبديليةn من الصنف Aإن مجموعة المصفوفات 
  تغيير الأساس 9.8

يكن  }ل }eiو  { }'ei  ـ ين ل ى .ف (E أساس }و) IKش عل }wjو { }'wj  ـ ين ل  F أساس
ى .ف( يكن و ) IKش عل f:ل E F→ي ق خط تكن . تطبي )ل , , )A M f ei wj= 
)و , ', ')B M f ei wj=  

  ؟ما العلاقة بين هاتين المصفوفتين
  توطئة

}ليكن  }eiو  { }'ei أساسين لـ E) ش على .فIK ( بعده يساويn  

داثيات الشعاع ف     ين إح }ي الأساس  نبحث عن العلاقة الموجودة ب }eiو  { }'ei   اصطلاحا

}نقول الأساس القديم و الأساس الجديد لهذا نعرف الأساس  }'ei بالنسبة الأساس { }ei  

 إذن
1

1,
n

j ij i
i

e e j nα
=

′ = =∑  

} لجملة الأشعة Pو منه فإن المصفوفة  }'ieوي تسا  



 

59

.......11 12 1

.......21 22 2
.... ..... ....... .......

.......1 2

n

nP

n n nn

α α α

α α α

α α α

 
 
 

=  
 
  
 

  

ن    اس م ر الأس ا تغيي رف آلي ذه المصفوفة تع }إن ه }ieى }  إل }'ie مى بمصفوفة  و تس
  .العبور

  u أثر تغيير الأساس بالنسبة لشعاع  9.9

ليكن 

1

2

.

n

x
x

X

x

 
 
 =
 
  
 

 و 

1

2

.

n

x

xX

x

′ 
 

′ 
′ =  

 
 ′ 
 

} في الأساسيين u آتابتي  }ieو  { }'ie  

  لدينا تعريفا 
/ / / /

1 1 1 1
/ / /
1 11 1 1 2 12 1 2 1 1

... ...

( ... ) ( ... ) ( ... )
n n n n

n n n n n n nn n

u x e x e x e x e

x e e x e e x e eα α α α α α

= + + = + +

= + + + + + + + +
  

  و منه
/ / /

1 11 1 12 2 1

/ / /
2 21 1 12 2 2

/ / /
1 1 2 2

............

............
.....................................................

............

n n

n n

n n n nn n

x x x x

x x x x

x x x x

α α α

α α α

α α α

 = + + +


= + + +


 = + + +

  

  و هذا الأخير يوضح أثر تغيير الأساس على شعاع
/ / 1X PX X P X−= ⇔ =  

  أثر تغيير الأساس بالنسبة لتطبيق خطي 9.10

f:ليكن   E F→     تطبيق خطي و ( )ei و ( ')ei      أساسين لـ E   و ( '), ( )wj wj   أساسين 
ـ  يكنFل ): و ل , , )A M f ei wj= ،( , ', ')i jB M f e w=  الرمز ز ب فوفة Q نرم  لمص

)العبور من  )jw إلى ( )jw′ و بالرمز P لمصفوفة العبور من ( )ei إلى   
( ')ei. ليكنX من E لدينا X PX )هو الشعاع في الأساس  /X حيث =′ ')ei  
Y لدينا F من Yليكن  QY )هو الشعاع في الأساس  /Y حيث =′ )jw′  

/ لدينا إذن /, ,Y QY X PX Y AX= = =  
/إذن / / 1 / /QY Y AX APX Y Q APX BX−= = = ⇒ = =  

  لقد برهنا النظرية التالية
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  نظرية

f:ليكن   E F→     تطبيق خطي و ( )ei و ( ')ei      ـ ) و   E أساسين ل '), ( )wj wj    أساسين 
):و ليكن  Fلـ   , , )A M f ei wj= و ( , ', ')i jB M f e w= .1 نإB Q AP−= يث حQ 

)هي مصفوفة المرور  )jw إلى ( )jw′ و P مصفوفة العبور من ( )eiإلى ( ')ei.  
  مثال

3 ليكن لدينا التطبيق الخطي 2:f IR IR→ ذا المصفوفة 
3 1 4
2 5 2

A
 

=  − 
  

}بالنسبة للأساس  }1 2 3, ,e e eـ  لIR3 و { }1 2,w w 2 لـIRنعتبر الأساس الجديد :  
/
1 1 2 3

/
2 1 2 3

/
3 1 2 3

2
2 3

e e e e
e e e e
e e e e

 = − +
 = + −
 = − +

1و  1 2

2 1 2

' 4
' 3 2

w w w
w w w

= −
 = −

  

} في الأساس fجد مصفوفة  }'ei و{ }'wj  
  حل

  لدينا
1 2 2
1 1 1

1 1 3
p

 
 = − − 
 − 

  

14 3 2 31
1 2 1 45

3 3 251
14 1 55

Q Q

B

−   
= ⇒ =   − − − −   

− 
⇒ =  − 

 

  تعاريف

    متكافئين إذا وفقط إذا آانتا من نفس الصنف،B و Aتكون مصفوفتين  )1
1B  بحيثP و Qمربعتين ووجدت مصفوفتان  Q AP−=  

1B  قلوبة بحيثp متشابهتين إذا وجدت B و Aو تكون مصفوفتان   )2 p AP−=.  
tAحققت نقول على مصفوفة مربعة بأنها متناظرة إذا   )3 A=.  
tAنقول على مصفوفة مربعة بأنها متناظرة إذا حققت   )4 A= −.  
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  منقول مصفوفة 9.11

 B=(bij)، المصفوفة   pxqمن الصنف    A=(aij)نسمي مصفوفة منقولة أو منقول مصفوفة       
نف  ن الص دةpxqم طور أعم ديل الس ا بتب ل عليه ي نحص  bij = aij: و الت

)أي )( )t t
ij jiB A a a= = =  

  اثر مصفوفة 9.12

دينا   تكن ل نف Aل ن الص ة م فوفة مربع فوفة n مص ر المص مي أث ل A، نس ة آ  مجموع

:عناصرها الموجودة في القطر الأساسي، نكتب و نرمز
1

( )
n

ii
i

tr A a
=

=∑.  

  نظرية

  . مصفوفتان لديناB و Aلتكن لدينا 
1(  ( )t t tAB B A= . إمكان إجراء الجداءفي حالة.  

2(  ( ) 1 1 1AB B A− −   . في حالة إمكان إجاء الجداء و وجود المقلوب=−
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  المحددات 10
  عموميات 10.1

ة خاصة و هي                        والي دال ي، سندرس في الفصل الم ر حقيق تعودنا على دراسة الدوال لمتغي
  .دالة حقيقية لمتغير مصفوفي و تدعى دالة المحدد

  تعريف

}جموعة آل ترتيب آيفي للم }1,...,...nدون حذف أو تكرار(تبديلية   يدعى(  
  مثال

}للمجموعة  }1,   :تبديلات و هي !3=6 لدينا 2,3

{ } { } { } { } { } { }1, 2,3 , 1,3, 2 , 2,1,3 , 2,3,1 , 3,1, 2 , 3, نكتب  2,1 1س 2( , ,..., )nj j j 
ة  ة للمجموع ة العام ز للتبديل أتي أولا، j1 حيث (n,...,1)لنرم ذي ي دد ال ز للع ذي   j2 يرم لل

ا أن           ...يأتي ثانيا و هكذا    ر عدد أصغر، يمكنن دم عدد أآب ا تق ، نقول إن انعكاسا قد حدث آلم
  نحصل على العدد الكلي للانعكاسات آما يلي

ن    ام الأصغر م دد الأرق م   j1نحسب ع ده ث أتي بع ي ت 1و الت 2,...,nj j− ا دها نجمعه  و بع
  .يلةفنحصل على العدد الكلي للانعكاسات في التبد

  مثال

  )2،5،4،3،1،6:(جد عدد الانعكاسات في التبديلة التالية
  5+0+1+1+1=8: عدد الانعكاسات هو

  تعريف

  .نسمي تبديلة زوجية إذا آان مجموع الانعكاسات زوجي و إلا فهي فردية
  مثال

  . و منه فالتبديلة زوجية0عدد الانعكاسات يساوي ) 1،2(
  .فالتبديلة فردية و منه 1عدد الانعكاسات يساوي ) 1،2(

  )محدد مصفوفة(المحدد  10.2

   nنعتبر مصفوفة من الصنف 
11 1

1

...
... ... ...

...

n

n nn

a a
A

a a

 
 =  
 
 

  

  تعريف

  .A من عناصر n أي حاصل ضرب لعدد Aنسمي حاصل ضرب أولي من 
  .بحيث لا يأتي أي اثنين من هذه العناصر من نفس الصنف أو نفس العمود

  مثال
  حواصل الضرب الأولية للمصفوفةجد 
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11 12

21 22

a a

a a
 
  
 

  

  حل 
هي حواصل الضرب الأولية 

21 12 11 22
,a a a a  

  تعريف

 أي حاصل ضرب     Aنسمي حاصل ضرب أولي مميز من     
1 1

...
j njn

a a     أو   1 مضروبا في -

   (j1,...,jn)ة تبعا لشفعية التبديل1
  تعريف

   حاصل جمع آل حواصل detA)نرمز بـ  (A مصفوفة مربعة نسمي محدد Aلتكن 
  .Aرب الأولية المميزة من الض
  مثال

11 22 21 12

11 12

21 22

det det
a a

A a a a a
a a
 

= = − 
 

  

  :بصفة عامة لدينا

11 1

1 1

1

( )

...

det ... ... ... ( 1) ......
...

n

j njn

n nn

I

a a

a a
a a

ϕ

ϕ

 
 

= − 
 
 

∑  

  .ϕة  عدد انعكاسات التبديلI(ϕ)تبديلة و ϕ :حيث 
( )( 1)I ϕ−يدعى تأشيرة التبديلة و يرمز له بالرمز ( ) ( ) ( )1 I ϕσ ϕ = −   

  :نا لدي3 أو 2في حالة مصفوفة من الصنف 
11 12

11 22 21 12
21 22

det
a a

a a a a
a a
 

= − 
 

  

  SARRUSطريقة 

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 11 23 32 12 21 33

11 12 13

21 22 13

31 32 33

det
a a a
a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a
a a a

 
 = + + − − − 
  

  

  و لا يمكن تعميم ما سلف
  الأشكال المتعددة الخطية المتناوبة 10.3
  تعريف

   آل تطبيقEخطي على  nنسمي شكل .IK على الحقل nش بعده . فEليكن 
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1 1

: ....
( ,......, ) ( ,......, )n n

f ExEx xE IK
v v f v v

→
  

  . خطي بالنسبة لكل مرآبة من مرآباتهfحيث 
  تعريف

يغير إشارة  (v1,...,vn) شكل خطي بأنه متناوب إذا آان تبادل شعاعين من nل عن نقو
f(v1,...,vn)أي : 

1 1 1 1( ,..., , ,..., , ) ( ,..., , ,..., ,...., )i i j n j i i nf v v v v v f v v v v v+ += −  
  ملاحظة

)1 إذا آان , ..., , ..., , ...., ) 0i j n i jf v v v v v v= ⇐ =  
  محدد أشعة بالنسبة لأساس معطي 10.4

1ليكن  2( , ,..., )nB e e e= أساس لـ Eإذن لدينا   

1 1 1 2

1

1
1 1

( ,...., ) ( , ,..., )
n n

i ij j n j n
j j

v a e f v v a j f e v v
= =

= ⇒ =∑ ∑ 

1 2 1 2

1 2

1 2
1 1 1

.... ( , ...., )
n n

n

n n n

n
j j j

a j a j a j f ej ej ej
= = =

= ∑ ∑ ∑ 

1 2 1 21 2( )( ... ) ( , ,..., )
n nna j a j a j f e e eσ ϕ =   

∑ 

)1  معرفة جيدا إذا عرفنا قيمةEn من (v1,...,vn) عند fنلاحظ بأن قيمة  ,..., )nf e e λ=  
0=λ ليس له أهمية ( 0)f =  

0λ⇐ ≠
1

1 ( ,...., )
n

f v v
λ

∆   aij و هو يتعلق فقط بـ =

 أي
11( ) ......

nna j a jσ ϕ∆ =∑  

  عموما نختار (e1,...,en)بالنسبة للأساس  v1,...,vn هو محدد الأشعة ∆إن 

1( ,..., )nf e eλ =  
)1 إذن ..., )nf v v∆ =  

   هو محدد المصفوفة∆نقول آذلك إن 
11 1

1

...
... ... ...

...

n

n nn

a a
A

a a

 
 =  
 
 

  

  و نكتب
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11 1

1

...
det ... ... ...

...

n

n nn

a a
A

a a
∆ = =  

  محدد تطبيق خطي 10.5
  ريفتع

F:نسمي محدد تطبيق خطي داخلي  E E→محدد إحدى مصفوفاته .  
  خصائص المحددات 10.6

det: لديناn مصفوفة مربعة من الصنف Aلتكن   )1 det tA A=  
detعمودان مساويان   )2 0A = ⇐   
detسطران مساويان   )3 0A = ⇐  
detعمود يكتب آمزيج خطي للبقية   )4 0A = ⇐  
  .لا يتغير المحدد إذا أضفنا لعمود ما مزج خطي للبقية  )5
  .n عمود مضاعفات للعمود رقم (n -1)قيمة المحدد لا يتغير إذا أضفنا لـ   )6
7(  )det( ) det(n

ij ija aλ λ=  
8(  det( ) det .detAB A B=  

  حساب محدد حسب سطر 10.7

تكن  نف    Aل ن الص ة م فوفة مربع ن الحق  n مص ر م تمم   IKل  لعناص دد الم مي المح ، نس
 A من   j و العمود    i التي تبقى بعد حذف الصف       A محدد المصفوفة الجزئية من      aijللعنصر  

)  العنصرaij، نسمي المتمم المميز للعنصر Mijو نرمز له بالرمز  1)i j
ij ijM C+− =  

   يساوي iحساب المحدد حسب السطر

1 2

1 2
1 2det ( 1) ( 1) ... ( 1)

i i

i i i n
i i in inA a M a M a M+ + += − + + − + + −  

  مثال

  حساب المحدد 

( ) ( ) ( )( )1 1 1 2 1 3
3 1 4

5 6 2 6 2 5
2 5 6 3 1 1 1 4 1

4 8 1 8 1 4
1 4 8

+ + +

−
= − + − + − −  

  M11 (mineur) هو a11المحدد المتمم للعنصر 
)هو  a11المتمم المميز لـ  )1 1

11 111 M C+
− = (cofacteur)  

  تعريف

   فإن المصفوفةaij المتمم المميز لـ cij و آان n مصفوفة مربعة من الصنف Aإذا آان 
11 1

1

...
( ) ... ... ...

...

n

n nn

C C
Comatrice A

C C

 
 =  
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  .Aتدعى بمصفوفة المتممات لـ 
   و يرمز له بالرمزA يدعى بالمصفوفة المرتبطة بـ Aلمصفوفة المتممة لـ منقول ا

( ) ( )
11 1

1

...
( ... ... ...

...

t
n

n nn

C C
Adj A com A

C C

 
 = =  
 
 

  

  مثال
3 2 1
1 6 3
2 4 0

A
− 

 =  
 − 

  

( )
12 6 16
4 2 16

12 10 16
Comt A

− 
 =  
 − 

 

12 4 12
( ) 6 2 10

16 16 16
Adj A

 
 = − 
 − 

  

  نظرية
   قابلة للقلب فإنAإذا آانت 

( )1 1
det

A adj A
A

− =  
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  القيم و الأشعة الذاتية 11
  تعريف

ول عن السلمي        IK على الحقل    Eيق خطي باطني للفضاء الشعاعي       تطب fليكن لدينا     λ نق
)  غير معدوم بحيثu إذا وفقط إذا وجد شعاع fبأنه قيمة ذاتية لـ  )f u uλ=  

f(u) و uنقول أيضا عن . متوازيانu أنه شعاع ذاتي لـ f مرفق للقيمة λ  
ظ أن مج ة  نلاح ة الذاتي ة للقيم ة المرفق عة الذاتي ل الأش وع آ قλم واة التطبي ي ن   ه

( )f Iλ−      هو إذن فضاء شعاعي جزئي منE     ذاتي و نرمز ، يدعى بالفضاء الشعاعي ال
) له بالرمز )E Ker f Iλ λ= −  

  البحث عن القيم الذاتية في حالة بعد منته 11.1

ذ يكون     .Eلـ   (e1,...,en)، نحتار أساس    nساوي   ي Eإذا آان بعد     ثلا بمصفوفة      fعندئ  A مم
   بحيثλو القيم الذاتية هي السلاميات 

{ }( ) 0 det( ) det( ) 0Ker f I f I A Iλ λ λ− ≠ ⇒ − = − =  
)إذا آان  بصفة عامة )ijA a=فإن محددها المستقل عن آل أساس يكتب من الشكل   

11 1

1

...
( ) ... ... ...

...

n

n nn

a a

a a
ϕ λ =  

  .fكثير الحدود المميز للتطبيق  بϕ(λ)يدعى 
0=ϕ(λ)تدعى بالمعادلة المميزة .  

  مثال

   المعرف بالمصفوفةfأعط القيم و الأشعة الذاتية للتطبيق 
2 3
4 1

A
 

=  
 

  

22لدينا  3
( ) det( ) 3 10

4 1
A I

λ
ϕ λ λ λ λ

λ
−

= − = = − −
−

  

)2,50و منه  21 −==⇒= λλλϕ 
1:من أجل 5λ =.  

3 3 0
( , ) (1,1)

4 4 0
x y

x y x
x y

− + =
⇒ = − =

 

} إذن }1 (1,1),E x x IRλ = ∈  

2من أجل 2λ = − { }2 (3, 4),E y y IR= − ∈  



 

68

  )تقطير، تثليث(تبسيط المصفوفات  12
  عموميات 12.1
  مثال

  نستعيد المثال السابق 
1لدينا قيمتين ذاتيين  5λ 2 و = 2λ =    بحيث −

( )2 22f u u= )و  − )1 15f u u= مع ( ) ( )2 13, 4 , 1,1u u= − =  

)  في الأساسfإن المصفوفة المرفقة لـ  )1 2,u uهي   
5 0
0 2

D
 

=  − 
  

1P و لدينا آذلك  A أوfنقول بأن الأساس الذاتي يمكننا من تقطير  AP D−    مع=
1 3
1 4

p
 

=  − 
  

  بصفة عامة لدينا النتيجة التالية
  نظرية

ده      ) Aأو مصفوفة    (fتطبيق خطي   إذا آان لدينا      )1 و آانت   .nعلى فضاء شعاعي بع
ة               nلدينا   ز آل جذوره من المرتب ر الحدود الممي ه يوجد   1 قيمة ذاتية مختلفة أي أن آثي  فإن

ة بحيث              أخذ شكل قطري في الأساس           fأساس مكون من الأشعة الذاتية المرفقة للقيم الذاتي
  :المكون من الأشعة الذاتية

1 0 . 0
0 . 0 .
. 0 . 0
0 . 0 n

D

λ

λ

 
 
 =
 
  
 

  

  ).f مصفوفة A.(n على فضاء شعاعي بعده fليكن لدينا تطبيق باطني   )2
ة                   fلكي يكون    ة ذاتي  قابلا للتقطير يلزم و يكفي أن يكون آل فضاء شعاعي ذاتي مرفق لقيم

  . ببعد يساوي درجة تضاعف الجذرfلـ 
د فضاء شع         ) 2(في الحالة     )3 ي مساو لدرجة تضاعف         إذا لم يكن لدينا بع اعي جزئ

ه يوجد أساس بحيث المصفوفة                 تكتب  Aالجذر فإننا نكون في حالة تثليث المصفوفة أي أن
  على الشكل

1 2

22
2

..........
........0

. ..............
0 0............

n

n

nn

a
a

a

λ α α 
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  مثال
  هل المصفوفة

1 3 4
4 7 8
6 7 7

A
− 

 = − 
 − 

  

  للتثليث؟ قابلة للتقطير؟
  حل

  لدينا 

( ) ( ) ( )2
1 3 4

4 7 8 1 3
6 7 7

λ
ϕ λ λ λ λ

λ

− −
= − − = − + −

− −
  

  لدينا

1 3λ   جذر بسيط   =

2 1λ =   2جذر مضاعف من الدرجة   −

1نبحث عن الفضاء الشعاعي الجزئي الذاتي المرفق لـ  3λ =  

( )
0

3 0
0

I

x
A y

z

   
   − =   
   
   

  

2 3 4 0
4 1 0 8 0
6 7 4 0

x y z
x y z
x y z

− − + =
⇔ − + =
 − + =

  

2 x y z⇔ = =  
) و منه فـ )1 , 2 , 2 (1, 2 , 2 ) ;u x x x x x I R= = ∈  

2ق لـ نبحث عن الفضاء الشعاعي الجزئي الذاتي المرف 1λ = −  
  ).2 أو 1يكون ذو بعد (
  . عندنا تقطير2إذا آان البعد يساوي   )1
  . عندنا تثليث1إذا آان البعد يساوي   )2

( )
0 2 3 4 0
0 4 6 8 0
0 6 7 8 0

x x y z
A I y x y z

z x y z

− + =    
   + = ⇔ − + =   
    + + =    
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, 2z x y x⇔ = =  

2 ( , , ) ( , 2 , ) (1,2,1)u x y z x x x x⇔ = = = 
  .،و منه فلدينا تثليث1إذن بعده يساوي 

)نعتبر الأساس    )1 2 3, ,u u u   3 حيثu      3 شعاع آيفي منE IR=      1 مستقل عنu   2 وu. 
  Aتكون المصفوفة المتشابهة مع 

3 0
0 1
0 0 1

a
T b

 
 = − 
 − 

  

   شعاع آأبسط ما يكون نأخذ مثلا3u نختار b و a و Pحتى نجد مصفوفة العبور 

1 2 3 1( , , )u u u e=  
   و المجموعة تشكل أساس IR3لأنه من 

1 1 1
2 2 0 2 0 .
2 1 0

= − ≠  

  إذن مصفوفة العبور هي
1 1 1
2 2 0
2 1 0

P
 
 =  
 
 

  

   آما يلي b وaومنه نجد 
  b=-2 و a =4: بحل هذه الجملة نجد

  .P--1 لأنها تجنبنا حساب PT =APآان ممكن أن نحل فقط 
   " Réduction de Jordan" نمصفوفة جوردا 12.2

ر         2u و   1uنعود إلى المثال السابق إن الشعاعين         مفروضين علينا و هما يشكلان أساس غي
   3uتام، هل يمكننا اختيار الشعاع 

   من الشكلTبحيث تكون المصفوفة 
3 0 0
0 1 1
0 0 1

T
 
 = − 
 − 

  

  أي أنه إذا فرضنا أن
( )3 , ,u Pα γ=  

  فإن 
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1 2 3

1
0 2

1
A u u u

α α
β β
γ γ

     
     = + − = −     
     
     

  

  أي أن
1 3 4 1
4 7 8 2
6 7 7 1

α α
β β
γ γ

−      
      − = −      
      −      

  

0, 1, 1γ α β⇒ = = − = −  
  ومنه

1 1 1
1 2 1
1 1 0

P
− 

 = − 
 
 

  

  Aو يكون الشكل المختصر لـ 

1

3 0 0
0 1 1
0 0 1

J P A P−

 
 = − = 
 − 
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  الجمل الخطية 13
  عموميات 13.1

  جملة من الشكل) C أو IRعموما  (IR مجهول على الحقل p معادلة بـ nنسمي جملة ذات 

( )
1 1 1 1 1

1 1

...........

.............................
..........

P P

n n p p n

a x a x b

s
a x a x b

+ =


 + + =

 

   أو على الشكل المصفوفي
  AX=B أي

11 1 1 1

1

......
.. .. ..

........

p

n np p n

a a x b

a a x b

    
    =    

       

 

  جملة آرامر 13.2
ة ذات      ـ      nآل جمل ة ب ة آرامر حيث المصفوفة              n معادل ة     A مجهول تسمى جمل  تكون قابل

)للقلب  )0Det A   تقبل حلا وحيدا) S(عندئذ فإن ) S( و هي محدد الجملة ≠

( )1 1 .
det

tX A B comA
A

−= =  

  لتفصيلأو با

, 1,i
i

Dx i n
D

= =  

)  حيث ) 0D Det A= ≠  

 و
1 1 1

1

...
... ... ...

...

n

i

n n n

a a
D

a a
=  

Di  يعبر عن محدد الجملة)S ( بحيث نعوض العمود رقم i بالعمودB.  
  رتبة جملة خطية 13.3

محدد أي مصفوف  ) n, p( من الصنف A مستخرج من مصفوف rنسمي محدد من الرتبة 
nف بحذA  مستخرجة من rمربعة من الصنف  r− سطر و p r−عمود .  

  .Aأآبر رتبة لمحدد غير معدوم مستخرج من  ،Aنسمي رتبة مصفوفة 
  تعريف

  .نسمي رتبة جملة خطية رتبة المصفوفة المرفقة لهذه الجملة
  نتيجة

ة مصفوفة  أن رتب ان ب ا البره )يمكنن )( , ) ;A M n p A∈ ة ة الخطي ة الجمل و  هي رتب
  .Aهي نفسها رتبة جملة أشعة الأعمدة لـ 
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  الجملة الخطية المتجانسة 13.4

  . معدومBنقول عن جملة خطية أنها متجانسة إذا آان الشعاع 
  pهي ) S(الجملة المتجانسة لها حل وحيد إذا آانت رتبة 

x1=x2=………=xp=0 
  . فلدينا مالا نهاية من الحلولPذات رتبة أصغر من ) S(إذا آانت 
  (fonténé –rouché)لعامة النظرية ا 13.4.1

  مجهول r و نكتبها بحيث يكون محدد معاملات rلتكن لدينا الجملة ذات الرتبة 
  .الأولى غير معدوم
















=+++++

=+++++

=+++++
=+++++

.bxa..........xa............xaxa
..........................................................

bxa.........xa...........xaxa
.........................................................

bxa.......xa..........xaxa
bxa.......xa.......xaxa

)S(

npnpvnv22n11n

vpvpvvv22v11v

2pp2vv2222121
1pp1vv1212111

  

  تعريف

   محدد التالي)n-r(الـ ) S(نسمي محدد مميز للجملة 
11 1 1

1

1

... ...
....................................

1,....,
... ...
... ...

r

k
r rr r

k kv k

a a b

D k r n
a a b
a a b

= = +  

  )Fontené-Rouché(نظرية 
  .r مجهول و ذات رتبة تساوي p معادلة بـ n جملة خطية لـ )S(ليكن 

nrإذا آان   )1   . وسيطp-rبـ ) آرامر( تقبل حل وحيد )S(فإن الجملة  ،=
nrإذا آان   )2 ر            ،≻ ة غي إن الجمل دوم ف ر مع ز غي ل محدد ممي ى الأق و وجد عل

  .قابلة للحل
ـ   n-rو آان الـ nr  آانإذا  )3 ز ل إن    ) S( محدد ممي ة ف ا معدوم تحول  ) S(آله

  )1( معادلة و تحل آما في rإلى جملة لـ 
  مثال
  لجملة التاليةاحل 

( )

( )
( )
( )
( )

2 2........ 1
2 3 ....... 2

3 5 8 2....... 3
5 9 14 ...... 4

x y z
x y z a

S
x y z
x y z b

 + + = −
 + + =
 + + =
 + + =

 

b ,aوسيطين .  



 

74

   وسيط z و نعتبر ,x yنعتبر آمتغيرات رئيسية ،2رتبة هذه الجملة تساوي 
  :ين مميزين هولدينا محدد

1

1 1 2
1 2 2 4
3 5 2

D a a
−

= = − +  2

1 1 2
1 2 4 2
5 9

D a a b
b

−
= = − + + 

)⇔قابل للحل) S(حتى يكون  ) 1 22, 6 0a b D D= = ⇔ = =  
  ومنه

( )6 2 2
4 2 3 2

x z x y z
z IR S

y z x y z
 = − − + = − −

∈ ⇔ = − + + = − +
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  الجمل الخطية التفاضلية 14
  عموميات و طرائق 14.1

  إن الجملة
1

11 1 1 1

1 1

.... ( )

...................................

..... ( )

n n

n
n nn n n

dx a x a x t
at

dx a x a x t
dt

ϕ

ϕ

 = + + +



 = + + +


  

ة ذات          معادلة تفاضلية خطية م    nتدعى بجملة لـ     املات ثابت  مجهول   nن الدرجة الأولى بمع
1( ),...., ( )nX t X t غير متجانسة، و يمكن آتابته.  

dX X AX
dt

φ′= = +  

1  أو تثليثها فيكون لديناAإذا قمنا بتقطير المصفوفة  1B P AP A PBP− −= ⇔ =  
1X و بتعويضها نحصل على PBP X φ−′ = +  

1Y-نضع P X=ل على فنحص  
1 1 1( ) ( )

.................(*)
P X B P X P

Y BY
φ

ψ

− − −′ = +
′⇔ = +

  

   مثلثية أو قطريةBحيث 
1P بسيط ثم حل(*) و يكون حل  X Y− =  

  مثال
  لتكن لدينا الجملة الأتية

1 3 1 .
4 7 8 .
6 7 7 .

x x y z
y x y z
z x y z

′ = − +
 ′ = − +
 ′ = − +

  

  بعد الحسابات لدينا بطريقة جوردان
1 1 1
2 2 1
2 1 0

B
− 

 = − 
 
 

  

  مثال
  حل الجملة التالية 

/
1 1
/
1 1
/
1 1

3 0 0 .......1
0 1 1 ........2
0 0 1 ........3

x x
y y
z z

    
    = −    

    −   

  

  حيث
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/
1
/
1
/
1

x x
y y
z z

ϕ
   
   =   

     

  

3
1 11. .3 . / , .

ttet x e z e IRα γ α γ⇒ = = ∈  
  المعادلة المتبقية تكتب

1
1

tdy y e
dt

γ −+ =  
t

eβ  الحل العام بدون طرف ثانيهو.  

)و بطريقة تغيير الثابت مثلا نجد الحل العام  )1

t
y t eβ γ= + 

3
1 1 1
2 2 1 ( ) , , ,
2 1 0

t

t

t

ex
y t e IR
z e

α

β γ α β γ

γ

 −        ⇒ = − + ∈            

 

  ملاحظة

  . nدرجة يمكن تطبيق ما سبق لمعادلة خطية من ال
  الأشكال الثنائية الخطية 14.2
  تعريف

ل   Eشكل ثنائي الخطية لفضاء شعاعي    ى الحق ق خطي    IK عل ى  ExEمن  ϕ هو تطبي  عل
IKبحيث   

:
( , ) ( , )

ExE IK
u v y u v
ϕ →

  

  يحقق
1(  1 2 1 2 1 2, , : ( , ) ( , ) ( , )u u v E u u v u v u vϕ ϕ ϕ∀ ∈ + = +  
2(  1 2 1 2 1 2, , : ( , ) ( , ) ( , )u v v E u v v u v u vϕ ϕ ϕ∀ ∈ + = +  
3(  . , , : ( , ) ( , ) ( , )K u u E u v u v u vϕ λ ϕ λ λϕ∀∈ ∀ ∈ = =  

} أساسه معطى بـ  حيثn بعده Eإذا آان  }1,........, ne eβ =  
   بـB ممثلان في الأساس v و uإذا آان 

1 1

. .
,

. .

n n

y x

Y x

y x

   
   
   = =
   
      
   

  

  فإن ثنائية الخطية
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,

( , ) ( , ) ( , )i i j j i j i j
i j

u v x e y e x y e eϕ ϕ ϕ= =∑ ∑ ∑  

ϕ معرف جيدا إذا عرفنا( , )i j ije e aϕ =  
   A ةأي المصفوف

.

.
...... ......

.

.

A aij

 
 
 
 =
 
 
 
 

  

( , ) tu v XAYϕ⇒ =  
 .B في ϕ ة هي مصفوفAحيث 

  يمكن أن نبرهن أن
( )( )( , ) t tu v Y A Xϕ =  

  مثال
 من أجل

1 1
2 3

A
− 

=  
 

  

  نحصل على
1

1 2 1 1 1 2 2 1 2 2
2

1 1
( , ) ( ) 2 3

2 3
y

u v x x x y x y x y x y
y

ϕ
−   

= = − + +  
  

  

  .E مصفوفة تغيير الأساس لـ P لتكن 
X/ , Y/ و A/  هي مصفوفاتϕ في الأساس الجديدβ ′  

/ /,X PX Y PY= = 

( ) ( )( )/ /( , ) t t tu v X AY X P APYϕ = = 

( )t X A Y′ ′ ′= 
tA PAP′⇒ = 

   الشكل التربيعي المرفق-الأشكال ثنوية الخطية المتناظرة 14.2.1

  تعريف

,  شكل ثنوي الخطية أنه متناظر إذاϕ نقول عن  : ( , ) ( , ).u v u v v uϕ ϕ∀ ∈Ε =  
): التطبيقϕكل تربيعي مرفق لـ نسمي ش ) ( ), .Q u u uυ ϕ→ =  

)شكل مصفوفي لشكل تربيعي هو  ) tQ u XAX= حيث Aمصفوفة متناظرة .  
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  تعريف

  .n مصفوفة مربعة من الصنف Aلتكن 
  tA=A مصفوفة متناظرة إذا تحقق Aنسمي 
   tA=-A شبه متناظرة إذا تحقق Aنسمي 

  التعامد 14.2.2

دان   v و uنقول عن شعاعين .  شكل ثنوي الخطية تربيعي ϕكن  لت ا متعام ان ( أنه ) مترافق
)بالنسبة لـ  , )u vϕ إذا( , ) 0u vϕ u ونرمز بـ = v⊥.  

F و نرمز بالرمز F،نسمي عمودي Eج من .ش. فFليكن    المعرفة للمجموعة ⊥
{ }, ( , ) 0,F v E u v u Fϕ⊥ = ∈ = ∀ ∈  

Fنواة تطبيق تربيعي ما هي سوى  ملاحظة ⊥.  
)لدينا )F F⊥ ⊥ )dim و = ) dim dimF F E⊥ + =  

Fبصفة عامة   . ليست متكاملةFو ⊥
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  المجموعات، البنى الجبرية تمارين 15
  تمرين

}لتكن لدينا المجموعة التالية     }, , ,E e i j k=    ى المجموعة ة   E، نعرف عل ة الداخلي  العملي
Tآما يلي :  

k j i e T 
k j i e  e 
e k j i i 
i e k j j 
j i e k k 

  .حاصل ترآيب عنصرين نحصل عليه عند تقاطع السطر و العمود
  . تعرف بنية زمرة تبديليةTبرهن بأن   )1
  Eجد زمرة جزئية من   )2
  حل
T  (1لأن الجدول متناظر بالنسبة للقطر الرئيسي  عملية تبديلية   
2( Tتجميعية .  

  . تبديلية فسنقتصر عل التحقق من أنTلكون 
( ) ( ) ( )ij k i jk ki j j= = =، ( ) ( ) , ( ) ( )ii j i ij e ii k i ik i= = = = ,

( ) ( ) , ( ) ( )jj i j ji i kk i k ki k= = = = ( ) ( )kk j k kj e= =  
,  لأنe الحيادي هور العنص)3 , ,ie ei e ee e je ej j ke ek k= = = = = = =  
  العنصر النظير   )4

  e هو  eالعنص النظير لــــ
  j هو jالعنص النظير لــــ 
  k هو iالعنص النظير لــــ 
  i هو kالعنص النظير لــــ 
  .Eالزمر الجزئية من 

(E,T) زمرة جزئية ,{ }( ),e T زمرة جزئية ,{ }( ), ,e j Tزمرة جزئية .  
  تمرين
يكن  ة  ل رة  تبديلي دينا زم تكن , (.,G) ل رتين جزئيتين من G2 و G1و ل ى . G  زم رهن عل ب

1 التكافؤ التالي 2G G∪ زمرة جزئية من G ⇔ 1 2G G⊂ 2 أوG G⊃  
  حل

1 برهان أن 2G G∪ زمرة جزئية من G ⇔ 1 2G G⊂ 2 أوG G⊃  
1(  1 2G G∪ زمرة جزئية من  G ⇒ 1 2G G⊂ 1 أو 2G G⊃  

رض أن  ن أن نف ان يمك ة البره ن عمومي ل م 1دون التقلي 2G G⊂ تلزم أن ذا يس  و ه

1 2 2G G G=∪ و هي زمرة فرضا   
2(  1 2G G∪ زمرة جزئية من G ⇐ 1 2G G⊂ 1 أو 2G G⊃  

1بالخلف نفرض أن  2G G∪ 1 زمرة و مع هذا 2G G⊄ 2 و 1G G⊄   
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1ليكن 2 2 1x G G et y G G∈ − ∈ −  
1  أنهذا يستلزم 2 1 2. . .x y G ou x y G x y G G∈ ∈ ⇐ ∈ ∪  
x.1نفرض أن    y G∈     فهذا يستلزم أن x     ى ى      y و   G1 ينتمي إل رة  G1 لأن  G1 ينتمي إل  زم

  جزئية و هو ما يشكل تناقض 
x.2نفس البرهان إذا آان  y G∈  

 تمرين

ة      نعتبر المجموعة الجزئي
1
2

G Q  = − − 
 

ا        ة و نزوده من مجموعة الأعداد الناطق

  . المعرف آما يلي∗بالقانون 
, : 2a b G a b a b ab∀ ∈ ∗ = + +  

  .أثبت أن هذا القانون داخلي )1
)برهن أن  )2 )∗,Gزمرة تبديلية  

  حل 
  نفرض أن القانون غير داخلي  )1

   أن نبرهن أن بقي. إن جمع و جداء عددين ناطقين هو عدد ناطق
1, : 2
2

a b G a b a b ab∀ ∈ ∗ = + + ≠ −  

  بالخلف نفرض أن
1, : 2
2

a b G a b a b ab∀ ∈ ∗ = + + = −  

  إذن

( )

1 12 (1 2 )
2 2

1 2 1(1 2 )
2 2

a b ab a b b

b
a b a

+ + = − ⇔ + = − −

+
⇔ + = − ⇔ = −

  

a,و لكون . تناقض bمتناظران فهذا ينهي البرهان .  
)نبرهن أن  )2 ),G ∗  

   تبديلية لأن∗العملية 
, : 2 2a b G a b a b ab b a ba b a∀ ∈ ∗ = + + = + + = ∗  

  تجميعية لأن∗العملية 
( ) ( )

( )
, , : 2

2 2 2
2 2 2 2

a b c G a b c a b ab c

a b ab c a b ab c
a b c ab ac bc abc

∀ ∈ ∗ ∗ = + + ∗

= + + + + + +

= + + + + + +

  

  .من جهة
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  و من جهة أخرى لدينا
, , : ( ) ( 2 )

2 2 ( 2 )
2 2 2 2

a b c G a b c a b c bc
a b c bc a b c bc
a b c bc ac ab abc

∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ + +
= + + + + + +
= + + + + + +

  

  .و هو ما ينهي الإجابة
   تقبل عنصر حيادي∗العملية 

! , :e G a G a e e∃ ∈ ∀ ∈ ∗ =  
  لدينا

2 (1 2 ) 0 0( 1/2)a e a e ae a e a e a∗ = + + = ⇒ + = ⇒ = ≠−  
  .∗لكل عنصر نظير بالعملية 

, : 2 0
1 2

aa b G a b a b ab b
a

∀ ∃ ∈ ∗ = + + = ⇒ =−
+

  

  تمرين
  ليكن التطبيق 

:
2 1

f IZ IN
x x
→

+
  

  .علل.غامر هل التطبيق متباين، )1
}أحسب  )2 }1, 2f } و− }1 3, 4,8f −.  

  حل 
اين لأن  )1 يس متب و ل )ه 1) (1)f f− ابقة  = د س ه لاتوج امر لأن يس غ  و ل

  )بصفة عامة لا توجد سوابق لكل الأعداد الزوجية.(للصورة صفر
2(  { }( ) { } { }( ) { }11, 2 3,5 , 3, 4,8 1, 1f f −− = = −. 

  تمرين
  : المعرفة على فضاء التطبيقات الخطية آمايليR1لتكن لدينا العلاقة الثنائية 

1 ker kerf R g f g⇔ =  
1Rبرهن أن   )1    علاقة تكافؤ 

  : المعرفة على فضاء التطبيقات الخطية آمايليR2لتكن لدينا العلاقة الثنائية 
2 ker kerf R g f g⇔ ⊂  

  علاقة ترتيب ؟ R2هل 
  تمرين

: نعتبر تطبيقين ; :f E F g F G→ →  
  :برهن ما يلي

0g f تباين يستلزم أن f تباين   
0g f غامر يستلزم أن g غامر   
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  تمرين
)  آمايليQxQ نعرف علاقة ثنائية على ) ( )1 1 1 1, ,a b a b ab a bℜ ⇔ =  

  . علاقة تكافؤℜبرهن أن   )1
  .جد أصناف التكافؤ  )2
  رينتم

   زمرة  برهن على التكافؤ التالي(. ,A)لتكن 
(A,  .) زمرة تبديلية ( )2 2 2, : . .x y A x y x y∀ ∈ = ⇔  
  تمرين

ديلي أو       ا تب و منه ا ه ة م داد الحقيقي ل الأع ى حق ة عل ب التالي وانين الترآي ين ق ن ب ين م  ع
  .جميعيت

( )10, 2) , 3) ,4) 1
2

x y x y x y x y y x y x yΤ = Τ = + Τ = Τ = + −  

  تمرين
  برهن على أن

( , ) ( , ) ( , 2 )x y t z x t y z yz+ = + + +  
2IRقانون ترآيب تبديلي و تجميعي على يشكل  =IR x IRو أنه يقبل عنصر حيادي   
  تمرين

}لتكن المجموعة    }1, 2,3,4,6A x مزودة بقانون الترآيب التالي      = yΤ     القاسم المشترك 
  .Aبرهن على أن هذا القانون تبديلي و تجميعي على  . y و xالأعظم لـ 

  .A هل يوجد عنصر حيادي بالنسبة لهذا القانون في
  تمرين

1 و آانت A قانونا تجميعيا على Τليكن  nx ,...,x  منتهية من عناصر متتالية A.   

ixنظيرixبرهن على أنه إذا آان لكل عنصر     فان′

( )1 2 1........... ..............n nx x x x x′ ′ ′Τ Τ Τ = Τ Τ  

  فان/x نظير xرهن على أنه إذا آان ب
n n

x x
′

  ′Τ = Τ 
 

  

  تمرين

  ؟المجموعات التالية زمر بالنسبة لقانون الترآيب الموافق لهاهل 
; inf( , ), ; , ; sup( , )

;( , ) ( , ) ( , )
A Z xTy x y A IR xTy x y xy A Z xTy x y
A Z Z x y T t z x t y z
= = = = + − = =
= × = + +

  

  تمرين

  زمرة تبديلية بالنسبة لقانون الترآيب المعرف آما يليIRبرهن على أن 
3 33xTy x y= +  
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  تمرين
رهن  ة ب ى أن المجموع }عل }1,1, ,A i i= − ل  − ى حق رف عل داء المع ة الج زودة بعملي  م

  الأعداد المرآبة تشكل زمرة جزئية من زمرة يطلب تعيينها
  تمرين

)برهن على أن  , , )Z    حلقة تبديلية حيث∗
1,x y x y x y x y xy∗ = + − = + −  

  تمرين
  .لعاديتين يشكل حقل تبديلي  مزود بعملية الجمع و الجداء اIRبرهن أن 
  تمرين

) لتكن لدينا المجموعة ){ }, ; ,E a b a IR b IR∗= ∈ ∈  
   قانون ترآيب داخلي جدائي معرف آمايليEنعرف على 

( )( , ).( , ) ,a b c d ca cb d= +  
  جد العنصر الحيادي  1
  جد العنصر النظير  2
   مزود بالقانون السابق يشكل زمرةEبرهن بأن   3
  هل الزمرة تبديلية؟  4
)كن لي  5 ){ }, ; 1,F a b a b IR= =   E زمرة جزئية من F هل ∋

  تمرين
  :ليكن لدينا التطبيق التالي 

[ ]0: ,

( )
b

a

C a b IR

f f x dx

Φ →

∫
  

]حيث  ]0 ,C a b يمثل مجموع التطبيقات المستمرة على المجال  [a,b][.  
  . تشاآل غامرΦبرهن أن   -1
  .هل هو متباين.جد  نواته  -2

  تمرين
  برهن صحة القضية التالية

1
2 3 1( ) : ;1 3 3 ... 3

2

n
nP n n IN

+ −
∀ ∈ + + + + =  

  تمرين
   آما يلي " "xو"+" القانونين Aنعرف على مجموعة أزواج الأعداد الصحيحة 

( )( , ), ( ; ) : ( , ) ( ; ) ,a b c d A a b c d a c b d∀ ∈ + = + +  

( )( , ), ( ; ) : ( , ) ( ; ) ,a b c d A a b x c d ac bd ad bc∀ ∈ = + +  
)x,,A(برهن أن  1   . حلقة واحدية تبديلية+
  .x التي  تقبل مقلوب بالنسبة للقانون Aجد عناصر   2



 

84

  في أي حالة  لدينا  3
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )a b x u v a b x w z u v w z= ⇒ =  

  رينتم
  أثبت أن

( , , )IR x+حلقة تبديلية  .  
( , , )Z x+حلقة تبديلية و تامة  .  

( , , )IN x+ليست حلقة .  
( , , )nZ x+زمرة النسبة( ديلية  حلقة تب(.  

7( , , )Z x+ حلقة تامة.  
( , , )nZ x+ حلقة تامة إذا آان nأوليا .  

  تمرين
  ليكن

2:
( , )
f IR IR
a b a b

→
+

  

  هل هو تشاآل؟  )1
 .عين نواته  )2
  .عين صورة التطبيق ثم بين أنه غامر  )3

  تمرين
تكن  ة IRل داد الحقيق ة الأع زود الم.  مجموع ة ن داخليين  IRجموع انونين ال *  و T بالق

  :المعرفين آما يلي
2( , ) : 1

*
a b IR aTb a b

a b a b ab
∀ ∈ = + −

= + −
  

)برهن أن  )1 , ,*) IR Tحقل .  
 1a*العدد  IR من aأحسب من أجل آل  )2
ول    )3 ي المجه ادلات ف ةxأدرس المع )  التالي )* ( ) 1A x B x ث = ) حي )A x و 

( )B x عبارات آيفية متعلقة بـ x. 
)  حل المعادلتين التاليتين )4 )*( ) 1, ( )*( ) 1xTa xTb xTx aTa= =  

  . وسيطينb و aحيث 
 تمرين

} لتكن   )1 }1 2 1 2[ , ]; ,M A a a a a R= = ∈   
, بالعلاقة Mنعرف  :A B M ARB A B∀ ∈ ⇔ ⊂   

  ترتيب جزئي أم آلي؟ علاقة Rهل 
ر    )2 ل أي عنص ن أج a م IR∈ق رف التطبي af::  نع IR IR→ كل  بالش

( )af x ax d=   .IR عنصر معين منdحيث  +
0aآان  اذأثبت انه ا   ابلي عين التطبيق العكسي له تقaf فإن التطبيق≠
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  تمرين
  .أعط تعريف مجموعة منتهية

  .برهن أن مجموعة الأعداد الطبيعية غير منتهية

  تمرين
  نعرف التطبيق 

] [: 1, 1

( )
2

f IR

x tg xπ

− →
  

  . تقابلfبرهن أن  )1
[  و IRإستنتج أن  )2 [1  .  متساويا القدرة−1

  تمرين
101234(8)(3) أجري العملية 1012020011+  

  4تمرين 

) برهن ما يلي )1 )*

0
, ,

n
n k k n k

n
k

a b IR n IN a b C a b −

=

∀ ∈ ∀ ∈ ⇒ + =∑.  

إستنتج قيمة  )2
0

n
k
n

k

C
=
∑. 

)إستنتج أن  )3 ) ( )1 2 1 2
n n

− +  . عدد صحيح+

1إرشاد  لدينا 
1

k k k
n n nC C C−

++ =  
  تمـرين

E فإن E علاقة تكافــؤ في مجموعة Rبرهن أنه إذا آانت 
Rتجزئة للمجموعة   تمثلE  

  تمـرين
} آالآتي E المجموعة نعرف }0,1, 2E = 

)عين  )P E  

R علاقة من E نحـو ( )P E معرفـة آمايلي( ),R x y x y⇔ ∈  
  Rعين بيان  -1
 تطبيـقRهـل  -2

  تمـرين
   بما يليfنعرف التطبيق 

{ } { }: 5 2
2 1

5

f IR IR
xx

x

− → −

+
−

 

   تقابليfأثبت أن  )1
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 عين الصورة المباشرة للمجموعات التالية )2
A={-2,-1,0} { },1 5B x IN x= ∈ ≤ ≤  

  عين التطبيق العكسي )3
ة   )4 ية للمجموع ورة العكس ين الص ية    C={0,3,4,5,7}ع ورة العكس ـل الص ه

1f تساوي الى الصورة المباشرة لـهـا بالتطبيق Cللمجموعة    و لماذا؟−
  تمـرين

R علاقة معرفة فيIZ آالتالي ( ) 1 1, ² ²
² ²

R x y x y
x y

⇔ − = −  

  علاقة تكـافــؤRبين أن   )1
 1عـيـن صـنـف تكـافــؤ العـنـصـر   )2
   ؟xتكـافــؤ العـدد آـم عنصرا يوجد في صـنـف   )3

  تمرين
x,2 بحيث Aلتكن لدينا الحلقة  A x x∀ ∈ =.  

0xبرهن أن  )1 x+ = 
  .تبديلية Aبرهن أن الحلقة  )2
x آما يلي ≥نعرف العلاقة  )3 y x xy≤ ⇔ = 

  .هي علاقة ترتيب ≥برهن أن العلاقة 
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  الفضاءات الشعاعية تمارين 16
  تمرين
 IR نحوى IR تطبيقا متقابلا من fليكن 

  :IRلنعرف العمليتين التاليتين على 
3 33*: , *x y IR x y x y∀ ∈ ⇒ = +  

( )*: , .x y IR x y f x y∀ ∈ ⇒ ⊥ =  
  IR فضاءا شعاعيا على الحقل⊥, ∗,IR)  ( بحيث يكون  fجد) 1
  حل
1(  (IR, * ) زمرة تبديلية  
2(   

2.1(     , , :  (  * ) (  )*(   )   a IR x y IR a x y a x a y∀ ∈ ∀ ∈ ⊥ = ⊥ ⊥  
2.2(  ( )   , , :  * ( *  ) ( *  )   a IR x y IR a b x a x b x∀ ∈ ∀ ∈ ⊥ = ⊥  

3    (  )    (  )³   (  )³ f a b f a f b⇔ + = + ………………….(1) 
2.3(     ,    ,   :  ( )  (  .  )  a b IR x IR a b x a b x∀ ∈ ∀ ∈ ⊥ ⊥ = ⊥  

)2..............................(.......... (  )  (  )  (   )  f a f b f a b⇔ =  
2.4(    ,   1 1 (1)  x IR x x x f x x∀ ∈ ⊥ = ⇔ ⊥ = =  

)3................................(.... (1) 1 f⇔ =  
ق   ) 3(و ) 2(،)1(يجب أن تتحقق الشروط     ى يكون    fفي التطبي  فضاءا  ⊥, ∗,IR)  (حت

  .IRاعيا على الحقلشع
  تمرين

}برهن أن العائلة     }1, 2, ة        IR حرة في الفضاء الشعاعي      3 ل الأعداد الناطق  على حق

Q. 
  حل

  هل الاستلزام التالي صحيح ؟
, , / 2 3 0 0Qα β γ α β γ α β γ∀ ∈ + + = ⇒ = = =  

  لدينا 

( )2
2

2 2 2

, , / 2 3

2 3

2 6 2 3

Qα β γ β γ α

β γ α

βγ α β γ

∀ ∈ + = −

⇒ + =

⇒ = − −

  

0إذا آان  βو0 γ≠ ≠  

فإن 
2 2 22 36

2
α β γ

βγ
− −

  .عدد ناطقا =

0 تناقض مع الفرضية إذن حتما  0β γ= ∨ =  
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0γإذا ) 1 2 فإن = α
β

= 0β يصبح عددا ناطقا، تناقض إذن − 0α و منه = =. 

0βإذا ) 2  . نفس الطريقة=
}ن العائلة   أي أ  ة     IR حرة في الفضاء الشعاعي         3,2,1{ ل الأعداد الناطق ى حق  عل

Q.  
  تمرين

  .بين أي المجموعات التالية تملك بنية فضاء شعاعي على حقل الأعداد الحقيقية مع التعليل

{ }1
1 ( , ) / 2 0A f C IR IR f f′= ∈ + =,{ }0

2 ( , ) / (0) 0A f C IR IR f= ∈ =   

[ ]0
3 ( , , ) / ( ) 0

b

a

A f C a b IR f x dx
  = ∈ = 
  

∫ [ ]{ }0
4 / 3A p IR X d p= ∈ ≥ 

[ ] [ ]5 / : pA p IR X q IR X q
p

 
= ∈ ∋ ∈ = ′ 

  

  حل
  لدينا

)IR,IR(CA 1
1 ⊂  

)IR,IR(CA 0
2 ⊂  

)IR,IR(CA 0
3 ⊂  

[ ]XIRA,A 45 ⊂  

م أن  ] و IR,IR(C1، )IR,IR(C0(نعل ]XIR   ل ى الحق عاعية عل اءات ش ، IR فض
  . فضاءات شعاعية جزئية من الفضاء الشعاعي المحتوى فيه Aiيكفي إذن إثبات أن 

1( A1فضاء شعاعي جزئي   
111لدينا  AgfIR,Ag,Af ∈+α⇒α∀∈∀∈∀  

) و  لأن ) ( ) ( ) ( ) 000ggffgf2gf =+=+′α++′α=+α+′+α  
2(  A2 فضاء شعاعي جزئي لدينا 
222 AgfIR,Ag,Af ∈+α⇒α∀∈∀∈∀  

0Cgfلأن  ∈+α و( ) ( ) 000)0(f)0(f)0(ffgf =+=+α=+′α=+α  
3( A3 لدينا :  فضاء شعاعي جزئي
333 AgfIR,Ag,Af ∈+α⇒α∀∈∀∈∀  

] لأن ] )IR,b,a(Cgf 0∈+α و ( )( ) ( ) ( ) 0
b b b

a a a

f g x dx f x dx g x dxα α+ = + =∫ ∫ ∫  

 (4  A4ليس فضاء شعاعي لأن 
3 3

4( ) , ( )f x x g x x A∃ = − = )4 ،لكن ∋ ) ( ) 0f x g x A+ = ∉  
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5(  A5ليس فضاء شعاعي لأن  
2

5( ) , ( )f x x g x x A∃ = = 5 ، لكن ∋
2 Axx)x(g)x(f ∉+=+  

  تمرين
  ليكن لدينا

{ }zyx/IR)z,y,x(E 3
1 ==∈={ }zyx/IR)z,y,x(E 3

2 و=∋=+

{ }0zyx/IR)z,y,x(E 3
3 =++∈=  

  .IR تشكل فضاءات شعاعية على الحقل E 3 و E1 ،E2برهن أن   )1
  .جد أساسا لكل منها و استنتج بعد آل منها  )2
  متكاملان؟E2 و E1هل   )3
31 أدرس   )4 EE ∩.  
  حل
(I   دينا 3ل

321 IRE,E,E م أن ∋ ل    3IR و نعل ى الحق عاعي عل اء ش  و IR فض

321بالتالي فيكفي فقط أن نثبت أن  E,E,E 3 فضاءات شعاعية جزئية منIR  
11 لدينا   1)  EYXIR,EY,X ∈+α⇒∈α∀∈∀  

)لأن  ) 3
332211 IRyx,yx,yxYX ∈+α+α+α=+α و يحقق 

332211 yxyxyx +α=+α=+α  
22لدينا    )2 EYXIR,EY,X ∈+α⇒∈α∀∈∀  

)  لأن ) 3
332211 IRyx,yx,yxYX ∈+α+α+α=+α  

) و يحقق  ) ( )332211 yxyxyx +α++α=+α  
33 لدينا   3) EYXIR,EY,X ∈+α⇒∈α∀∈∀  

)لأن  ) 3
1 1 2 2 3 3, ,X Y x y x y x y IRα α α α+ = + + + ∈  

) و يحقق  ) ( ) ( ) 0yxyxyx 332211 =+α++α++α  
(II 

  أساس لكل فضاء شعاعي جزئي 

  بعد حسابات بسيطة نجد
( ){ }

1
1,1,1EB = ،( ) ( ){ }

2
1,1,0 , 1,0,1EB ) و= ) ( ){ }

3
1,1,0 , 1,1,0EB =  

  الأبعاد
1dim 1E 2 و = 3dim 2E E= =  

(III   نعم E1  وE2  متكاملان لأن   
3

1 2

1 2dim dim 3
E E IR
E E

 + =


+ =
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(IV  
)لدينا  ){ }1 2 0,0,0E E∩ =  

  تمرين
  .مجموعات التالية فضاءات شعاعية؟ عللهل ال

1(  ( , , )IR o+ و الخارجية +  حيث العملية الداخليةo معرفتين آما يلي  

( ) ( )
: , :

, ,

IRxIR IR o IRxIR IR

x y x y x xαα

+ → →

+
  

2(  2( , , )IR o+ و الخارجية +  حيث العملية الداخليةo معرفتين آما يلي  

( )( ) ( )( )
2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

: , :

, ),( , ) ( . , . ) , , ( , )

IR xIR IR o IRxIR IR

x x y y x x y y x x x xα

+ → →
  

3(  2( , , )IR o+ و الخارجية +  حيث العملية الداخليةo معرفتين آما يلي  
  لح

( )( ) ( )( )
2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

: , :

, ),( , ) ( , ) , , ( ,0)

IR xIR IR o IRxIR IR

x x y y x x y y x x xα α

+ → →

+ +
 

  ليس فضاء شعاعيا لأن )1

( )

, , : ( )IR x y IR o x y ox oy

x y x yα α α

α α α α∀ ∈ ∀ ∈ + ≠ +

 + ≠ +
 

  

 . لا يقبل نظير(0,0)ليس فضاء شعاعيا لأن  )2
 ليس فضاء شعاعيا لأن )3

2
1 2 1 2 1 1 2( , ) :1 ( , ) ( ,0) ( , )x x IR o x x x x x∀ ∈ = ≠  

  تمرين
  ، نعتبر المجموعتين3IRفي الفضاء الشعاعي 

{ } { }3( , , ) ; 2 0 , ( ,2 , ),E x y z IR x y z F x x x x IR= ∈ − + = = ∈  

E,برهن أن  )1 Fفضاءين شعاعيين .  

E,برهن أن  )2 F 3 إضافيان فيIR.) (supplémentaire 
  حل
  3IRن أنهما فصاءان شعاعيان جزئيان من يكفي فقط أن نبره )1

{ }3( , , ) ; 2 0E x y z IR x y z= ∈ − + =  

  نحقق الشروط
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1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ),( , , ) , ( , , ) ( , , )x x x y y y E IR x x x y y y Eλ λ∀ ∈ ∀ ∈ ⇒ + ∈
  لدينا

3
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

( , , ) ( , , ) ( , , ) /
( ) 2( ) ( 2 ) ( 2 )

0 0 0

x x x y y y x y x y x y IR
x y x y x y x x x y y y

λ λ λ λ
λ λ λ λ
λ

+ = + + + ∈

+ − + + + = − + + − +

= + =

  

  .و هو المطلوب
{ }( ,2 , ),F x x x x IR= ∈  

  نحقق الشروط
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ,2 , ),( ,2 , ) , ( ,2 , ) ( ,2 , )x x x y y y F IR x x x y y y Fλ λ∀ ∈ ∀ ∈ ⇒ + ∈

  لدينا 

( )
( )

3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ,2 , ) ( ,2 , ) ( ,2 , ) /

( ,2 , ) ( ,2 , )

x x x y y y x y x y x y IR

x y x y x y z z z F

λ λ λ λ

λ λ λ

+ = + + + ∈

+ + + = ∈
  

  .و هو المطلوب
F,برهان أن   )2 Eإصافيان   

F,تعريفا  E 3 إضافيان يعني أنE F IR⊕ =  
F,أساس لـ  E  

( ) ( ){ } ( ){ }1,1,0 , 2,0,1 , 1,2,1E fB B= dim و منه = 2,dim 1E F= =  
  آذلك لدينا

( ){ }0,0,0E F ) لأن العائلة ∩= ) ( ) ( ){ }1,1,0 , 2,0,1 , 1,2,1  
  و حسب المخطط 

( ){ }
3

30,0,0

dim dim 3

E F IR
E F E F IR

E F

 + ⊂


= ⇒ ⊕ =
 + =

∩  

  تمرين
  ، نعتبر المجموعتين3IRفي الفضاء الشعاعي 

( ) ( )
( ) ( )
0,1, 1 , 0,1,1

0,1,2 , 2,3,4

E

F

= −

=
  

Eجد  )1 F∩.  
Eجد  )2 F+.  
  حل

  ، نعتبر المجموعتين3IRفي الفضاء الشعاعي 
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( ) ( ) ( ) ( )0,1, 1 , 0,1,1 ; 0,1,2 , 2,3,4E F= − =  
  لدينا

1 3(0,1,2) (0,1, 1) (0,1,1) (0,1,2) (0,1, 1),(0,1,1)
2 2

= − − + ⇒ ∈ −  

(2,3,4) لكن (0,1, 1), (0,1,1)∉ −  
  .إذا حددنا اساس فضاء شعاعي نكون قد حددناه بدقة

} إذن }(0,1,2)E FB ) و ∩= ) ( ) ( ){ }0,1, 1 , 0,1,1 , 2,3,4E FB + = −.  
  تمرين
F و E فضاءا شعاعيا جزئيا من F، ليكن IK فضاءا شعاعيا على الحقل Eليكن 

EA C=  
  .A إلى ينتمي   x +y ،فإن A ينتمي إلى y و F ينتمي إلى xبرهن أنه إذا آان   )1
  .E ليس فضاءا شعاعيا جزئيا من  Aاستنتج أن   )2

  G غير محتوى في F و F غير محتوى في G ،بحث E  فضاءا شعاعيا جزئيا منGليكن 
Fبرهن أن   )3 G∪ ليس فضاءا شعاعيا جزئيا من E.  

  تمرين
   مولد عن طريق آثيرات الحدود التالية IR3[x] الفضاء الشعاعي الجزئي من Fليكن 

3 2 3 2
1 2

3 3 2
3 4

( ) 5, ( ) 3 6 1,

( ) 2 3 16, ( ) 4 4 3

p x x x x p x x x x

p x x x p x x x x

= + + + = + + −

= − + − = + + +
  

   مولد عن طريق آثيرات الحدود التالية IR3[x] الفضاء الشعاعي الجزئي من Gليكن 
2 3 2 3 2

5 6 7( ) 3 6, ( ) 3 10 6 3, ( ) 3 3p x x x p x x x x p x x x x= + + = + + − =− − − +  
  .G و Fجد أساس لكل من   )1
  .F +G جد أساس لـ   )2

  تمرين 
   .2الفضاء الشعاعي لكثيرات الحدود من الدرجة أصغر أو يساوي  , F= IR2[x]ليكن 

}لتكن العائلة  }2 2 2
1 2 2( ) , ( ) ( 1) , ( ) ( 1)p x x p x x p x x= = − = +   

  .F برهن أن هذه العائلة تشكل أساس لـ   )1
  .استنتج شكل آثيرات الحدود التالية في الأساس الجديد  )2

3 2( ) 2 14, ( ) 12p x x x x Q x= + − − =  
  تمرين

   حقيقي a حيث 3IR ،x=(a,1,1) ,y=(1,a,1) ,z=(1,1,a)لتكن الأشعة التالية من 
  عي المولد بالأشعة الثلاث  بعد الفضاء الشعاaجد حسب العدد 

  تمرين
  لتكن لدينا المجموعتين

( ){ }
( ){ }

4, , , ;

,2 , 2 , ; ,

B a b c d IR a b c d IR

A a b a a b b a b IR

= ∈ − = − ∈

= − + − ∈
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4IRبرهن أنهما ف ش ج من   )1  ..  
  .جد أساسا لكل منهما و استنتج بعدهما  )2

  تمرين
  .3IRلتكن لدينا الأشعة التالية من 

(0,1, 1), ( 1,0,1), (1, 1,0)a b c= − = − = −  
  .رهن أنها مستقلة خطيا مثنى مثنىب  )1
}هل العائلة   )2 }, ,a b c؟ حرة  
  ..a, b, cما هو بعد الفضاء الشعاعي الجزئي المولد عن طريق الأشعة   )3

  تمرين
4IRفي    نعرف الأشعة التالية  

( )1, 1,0,2 , (1,2,3,0), (0, 1,2, 2), (3,7,7,2), (0, 9,9,6)u x y z v= − = = − − = = −  
  .x, yلى الفضاء الشعاعي الجزئي المولد بالشعاعين  ينتمي إzبرهن أن   )1
  .x, vينتمي إلى الفضاء الشعاعي الجزئي المولد بالشعاعين  v برهن أن  )2
ى الفضاء   G و x, y,z إلى الفضاء الشعاعي الجزئي المولد بالشعاعين  Fليكن   )3  إل

  .u, vالشعاعي الجزئي المولد بالشعاعين 
  تمرين
}لتكن  }3( , , ) , 0H x y z IR x y z= ∈ + + =  

  . ف ش ج  من فضاء شعاعي يطلب تحديدهHبرهن أن 
  .Hجد بعد   )1
  .Hجد مكمل لـ   )2

  تمرين
   E فضاءا شعاعيا جزئيا من Fو ليكن , IK فضاءا شعاعيا على الحقل Eليكن لدينا 

Fهل 
EG C= فضاء شعاعي جزئي من Eعلل ؟.) C: يرمز للمتمم(  
  تمرين
,1)  و ليكن  E=IR4ليكن  -2, 4,1)  u v(1,0,0,2)و =   E شعاعين من=

  .(u,v) المولد عن طريق العائلة Eجد الفضاء الشعاعي من 
  .Eأآمل هذه العائلة لتصير أساسا لـ 

  تمرين
. 0xة ذات المتغير الحقيقي حيث  الفضاء الشعاعي للدوال الحقيقية المستمر Eليكن 
 بحيث f للدوال E المجموعة الجزئية من Fلتكن 

0, ( ) 0tx
x

t Lim e f x−

→+∞
∀ =  

  .E فضاء شعاعي جزئي من Fبرهن أن 
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  المصفوفات تمارين 17
  تمرين

X,جد المصفوفتين  Y بحيث   
3 1
1 3

6 4
2

5 3

X Y

X Y

 − 
− =  −  


  + =    

 

  حل
   2 من 1لدينا بطرح المعادلة 

9 3 3 1
3

6 0 2 0
Y Y

   
= ⇔ =   
   

  

  من جهة أخرى لدينا 
3 1 0 2
1 3 1 3

X Y X
−   

− = ⇔ =   −   
  

  تمرين
  ميعي حيث تجCBAهل الجداء 

1 2
1 1 0 1 2

, 1 1 ,
1 0 4 1 1

3 1
A B C

 
    = = − =        

 

  

  حل
)نعم إن الجداء تجميعي لأن  ) ( )CB A C BA=  

1 2
0 1 2 1 1 5 3 1 1 8 5

1 1
4 1 1 1 0 6 10 1 0 16 6

3 1

  
          − = =                      

  . من جهة

من جهة أخرى 
1 2 3 1

0 1 2 1 1 0 1 2 8 5
1 1 0 1

4 1 1 1 0 4 1 1 16 6
3 1 4 3

    
           − = − =                          

  

  .و هو المطلوب
  تمرين

  باستعمال آثير الحدود المميز جد مقلوب المصفوفة
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1 0 1
0 3 1
0 2 1

A
−

=
 
 
 

  

  حل
3 لدينا 2( ) det( ) 5 5 1p A Iλ λ λ λ λ= − = − + − +  

0λ من أجل (0)  نلاحظ أن= det( 0 ) 1 0p A I= − = ≠  
   جذر لكثير الحدود المميز و عليه Aنعرف أن المصفوفة , و منه فالمصفوفة قابلة للقلب

3
3 2 3 25 5 5 5 0

IR
A A A I A A A I− + = ⇔ − + − + =  

  و هو ما يسمح بالكتابة التالية
3 2

2 2

5 5
( 5 5) ( 5 5)

A A A I
A A A A A A I
− + =

⇔ − + = − + =
  

1 و منه  2( 5 5)A A A− = −   و بالتعويض نحصل على+
1 2 3

1
0 1 1
0 2 3

A
−

−
= −

−

 
 
 

  

  تمرين
)  أي أنn مصفوفة عديمة النمو من المرتبة Mلتكن  )10; 0n nM M −= ≠  

...1 نعتبر المجموع nP I M M −= + + +  
رهن أن المصفوفة     )1 Iب M−م أحسب مصفوفتها العكسية        قا ة للقلب ث اد (بل إرش

   )P.Mأو  M.Pشكل الجداء 
  أستنتج مقلوب المصفوفة  )2

1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1

A =

 
 
 
 

  

  حل
2 لدينا  )1 1. . ... nM P P M M M M −= = + + +  

P. بالطرح نحصل على M P I− =  
) أي ) ( )P I M I M P I− = − =  

Iو هو ما يثبت أن  M− قابلة للقلب و مقلوبها يساوي P.  
) لدينا  )2 )A I I A= − −  

  نضع
0 2 3 4
0 0 2 3
0 0 0 2
0 0 0 0

M I A= − = −
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  نلاحظ أن
4

4

0 2 3 4 0 0 0 0
0 0 2 3 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

M

 
 
 

= =  
 
 
 

 
 
 
 

  

  و منه
1 2 1 0

1 2 3 0 1 2 1
0 0 1 2
0 0 0 1

A I M M M

−
− −

= + + + =
−

 
 
 
 

  

  تمرين

  أحسب المصفوفة العكسية للمصفوفة التالية

3 2 1
2 0 1
1 2 1

A
− − 
 =  
 − 

  

  حل

  لدينا

( )11
det

t
A comAA
−

=  

det حيث 4A = − ،

2 3 4
4 4 4

2 1 4
comA

− −
= − −

−

 
 
 

  

  و منه
1 11
2 22 4 2

11 3 13 4 1 14 4 4
4 4 4 1 1 1

A

−
− −

−
= − − − = −

− − −

 
   
      

 
  

  تمرين
  أحسب المصفوفة العكسية للمصفوفة التالية

( )cos sin
sin cos

a a
A

a a
−

=  
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  حل
  الدين

( )1 1
det

tA comA
A

− =  

  ثحي

det 1A=، ( )cos sin
sin cos

a a
comA

a a
−

=  

  هو من

( )1 cos sin
sin cos

a a
A

a a
−

=
−  

  تمرين
)أحسب  )f A.  
  حيث

1( )
1

xf x
x

+
=

−
و 

1 2 1
2 5 2
4 4 3

A
− 

 =  
 
 

  

  حل
1

2 2 1 0 2 1 2 2 2
1

( ) 2 6 2 2 4 2 1 3 1/22
4 4 4 4 4 2 2 2 1

f A

−
− − − −

= − − − = −
− − − − − −

    
    
      

  تمرين
  نعتبر المصفوفة التالية

1 0 1
0 0 0
1 0 1

B
 
 =  
 
 

  

  .2 أآبر من n من أجل آل قيمة لـ nBأحسب 
  حل

  nBحساب 
2 لدينا  2B BB B= 3 و منه = 2 2 2B BB B= =  

12n- نبرهن بالتدريج أن nB B=.  
12n-نفرض أن  nB B=  
1 و نثبت أن 2n nB B+ =  
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1 لدينا 1 1 12 2 2 2 2n n n n n nB BB B B B B B B+ − − −= = × × = × = × × =  
  .و هو المطلوب

  نتمري
   حيث عناصرها أعداد حقيقية و تحقق 2 مربعتان من الصنف B و Aلتكن لدينا مصفوفتان 

3 4 2
;

13 12 8
x

AB BA
y

   
= =   
   

  

  ماذا تستنتج؟, TrBA و TrABأحسب )1
  .yو  xجد قيمتي )2
  حل
TrAB;15 لدينا TrBA x y= = +  

0 لدينا من جهة أخرى  وx+ y =15 نستنتج أن det detxy AB BA= ⇔ =  
  و منه فإن حل الجملة الغير خطية التالية

15
0

x y
xy
+ =

 =
  

   (x = 15, y =0)أو   (x = 0, y =15) يعطي
  تمرين

   بحيث تحقق2 مصفوفتين مربعتين من الصنف B,Aليكن لدينا 
5 11 14

,
11 25 14

x
AB BA

y
   

= =   
   

  

x,أوجد قيمة  y.  
  حل

  لدينا 
det( ) det( ) det det 300

( ) ( ) 30

20, 10

10, 20

AB BA A B xy
tr AB tr BA x y

x y

أو
x y

= = × = 
⇔ = + = 

= =
⇒ 
 = =

  

  تمرين

أحسب مربع المصفوفة  )1
1 1
1 1

A
 

=  − − 
 نرمز بالرمز ,

1 0
0 1

I
 

=  
 

 

aI للمصفوفات من الشكل Eلمصفوفة الوحدة و نعتبر المجموعة  bA+ حيث ,b a 
  .سلاميات حقيقية

aI,برهن أن  )2 bA cI dA a c b d+ = + ⇔ = =. 
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 مزودة بجمع المصفوفات و جداءها بسلمي تشكل فضاءا Eبرهن أن المجموعة  )3
  .شعاعيا على حقل الأعداد الحقيقية

:1برهن أن  /n n nn IN M a I na bA M aI bA−∀ ∈ = + = +. 
  تمرين
  .A2+A+I=0 :ة مصفوفة مربعة و تحقق العلاقAلتكن 

  . قابلة للقلب ثم جد مقلوبهاAبرهن أن المصفوفة   )1
  تمرين

  لتكن لدينا المصفوفة
1 1 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 1 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

A

 
 
 
 =
 
 
 
 

  

  )A=B+Iيمكن آتابة .( Anأحسب   )1
  تمرين

   للمصفوفات (les cofacteurs)أحسب المعاملات المشترآة
1 2 1 1 2 2 1 0 2

13 0 3 , 2 1 2 , 3 4 5
3

1 1 0 2 2 1 5 6 7
A B C

− − − −     
     = = − =     
     − −     

  

  تمرين
  . آل منهما في حالة الإيجاب جد مقلوب؟بلتين للقلبهل المصفوفتين التاليتين قا

1 0 1 1 1 0
1 1 2 , 1 0 1
0 1 1 1 1 1

   
   
   
   −   

  

  تمرين

  باستعمال آثير الحدود المميز جد مقلوب المصفوفة المعرفة آمايلي

1 0 1
0 3 1
0 2 1

A
− 

 =  
 
 

  

  تمرين

   مصفوفتين مربعين من نفس الصنف و قابلتين للقلبA , Bلتكن 

1 يحقق قابل للقلب و ABبرهن أن الجداء  1 1( )AB B A− − −=  
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  تمرين
  أجري العمليات التالية

.
7 4 2 1 0 0 0 3
3 0 3 0 1 5 3 0
1 2 1 7 2 4 1 3

−   
   − + −   
   − − − −   

  

1 1 0 4 2 0
7 0 1 1 2 0 3

1 2 0 1 1 1

   
   − − + −   
   −   

  

  تمرين
  أجري الحداء التالي

1 0 1 2 1
0 2 1

1 1 2 1 0
2 1 2

0 2 1 0 1

−  
−   − −   − −   

  

3 1 1 1 0
1 2

2 2 0 1 1
1 1

1 0 2 0 2

  
   −     − −   

  

  

  تمرين
  برهن أن المصفوفتان التاليتان تتبدلان

1 2 3 2 1 6
3 2 0 3 2 9
1 1 1 1 1 4

et
− − −   

   
   
   − − − − −   

  

  تمرين
   المصفوفةنعتبر

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

A

 
 
 =
 
  
 

  

  )B=A-Iأعتبر  ( nAأحسب 
  تمرين

  للمصفوفتين التاليتين—cofacteurs– أحسب المصفوفة 

1 1 0
3 2 3
2 1 1

A
−

− −

 
= 
 

،  

1 2 2
3 3 3
2 1 2
3 3 3
2 2 1
3 3 3

B

− − −

−
=

−

 
 
 
 
 

  

  تمرين
  .هل المصفوفات التالية قابلة للقلب، جد المقلوب في حلة الإيجاب 
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1 0 1
1 1 2
0 1 1

a
 
 =  
 
 

، 
1 1 0
1 0 1
1 1 1

b
 
 =  
 − − 

 ،

1 2 3 4
2 3 1 2
1 1 1 1
1 0 2 6

c

 
 
 =
 −
  − − 

  

  تمرين
  نعتبر المصفوفتين التاليتين

1 1 0 0 1 0
0 1 1 , 0 0 1
0 0 1 0 0 0

A T
   
   = =   
   
   

  

3برهن أن   )1  0T =.  
  .nA طبيعي n استنتج من أجل آل  )2

  تمرين
  تعتبر المصفوفة

2 5
1 3

A
 

=  
 

  

  .احسب مقلوبها,  قابلة للقلبAبرهن أن   )1
   بحيث2 من الصنف Yو  Xجد المصفوفتين   )2

1 3 3 5
,

7 4 2 6
XA AY

− −   
= =   
   

  

  تمرين
  الحقيقية و المعاملات 2فضاء آثيرات الحدود ذات الدرجة  E=IR2[X]ليكن 

  برهن أن العائلة  )1

3 2 1
1 1( ) ( 1)( 2), ( ) ( 1)( 3), ( ) ( 2)( 3)
2 2

p x x x p x x x p x x x= − − = − − − = − −  

  .تشكل أساسا
  .1جد مصفوفة العبور من الأساس القانوني إلى الأساس في السؤال   )2
  . إلى الأساس القانوني1جد مصفوفة العبور من الأساس في السؤال   )3
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  التطبيقات الخطية تمارين 18
  تمرين

  نعتبر المصفوفة
1 1
1 1

A
 

=  − − 
.  

  .A  المرفق للمصفوفةfجد التطبيق   )1
  .fجد نواة   )2
  .fجد صورة   )3
  .تحقق من نظرية الأبعاد  )4

  نعتبر الأساس الجديد المعرف آما يلي

( ) ( )1 1 2 2 1 2
2 2,

2 2
e e e e e e′ ′= + = − +.  

M و لتكن fجد مصفوفة التطبيق   )5 } في الأساس الجديد ′ }1 2,e e′ ′  

عاع    )6 دينا ش يكن ل )ل , )V x y ن اس 2IR م ي الأس } ف }1 2,e e ، ن ر ع عب

)الإحداثيات  , )x y′ ) للشعاع ′ )f V في الأساس { }1 2,e e′ ) بدلالة ′ , )x y.  
  حل
  التطبيق الخطي   )1

2 2:
( , ) ( , )

f IR IR
x y x y x y

→
+ − −

  

  نواته  )2
( ) ( ){ }

( ){ } ( ){ }

2

2

, / ( , ) 0,0

, / , / (1, 1)

Kerf x y IR f x y

x y IR x y x x x IR

= ∈ =

= ∈ = − = − ∈ = −
  

dimو منه فإن  1Kerf =.  
  صورته  )3

( ){ }
( ){ }
( )( ){ }

2

2

Im , /( , )

, /( , )

1, 1 / (1, 1)

gf f x y x y IR

x y x y x y IR

x y x y IR

= ∈

= + − − ∈

= + − + ∈ = −

  

dimو منه فإن  Im 1f =.  
2dimنظرية الأبعاد   )4 dim dim ImIR Kerf f= +) 1+1=2.(  
  مصفوفة العبور تساوي  )5

11 1 1 12 2
1 1 1 12

P P−−   
= ⇔ =   −   
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  و منه فإن مصفوفة التطبيق في الأساس الجديد تساوي
1 0 0

2 0
M P AP−  ′ = =  − 

  

)إحداثيات الشعاع   )6 )f V.  
  لدينا 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 2( )

f V f xe ye xf e yf e x e e y e e

e x y e

= + = + = − + −

′ ′= + +
  

  تمرين
E=IR)2 أو أصغر 2 ليكن لدينا فضاء آثيرات الحدود ذات الدرجة  [X]) .  

  نعتبر تطبيقا معرفا آمـا يلـــــي

2

:
( 1) ( 1)

2

f E E
xp p x p

→

+ ′′ ′+ +
−

  

 fof=fر هن أن هذا التطبيق باطنيا و انه يحقق ب  )1
  .جد نواته و صورته و بعد آل منهما  )2
  .برهن أن هذا الفضاء هو جمع مباشر لصورته و نواته  )3
  حل
1(  f ق من ق  E نحو E تطبي ه تطبي ق من أن ط أن نتحق ي فق ا يكف ون باطني  ، آي يك

,.خطي , ( ) ( ) ( )p q E IR f p q f p f qα α α∀ ∈ ∀ ⇒ + = +  
  لدينا 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2 2

1
( ) ( ) ( 1) ( )

2
1 1

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )
2 2

( )( ) ( )( )

x
f p q x p q x x p q x

x x
p x x p x q x x q x

f p x f q x x IR

α α α

α

α

+ ″ ′+ = + + + +
−

   + +
′′ ′ ′′ ′= + + + + +   

− −      
= + ∀ ∈

  

2 (  

( )( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )( )

2 2

2

2

1 1
( ) ( 1) ( )

2 2

1
( 1) ( ) ( 1) ( )

2

1
( ) ( 1) ( )

2

x x
fof p x q x x q x

x
x q x x q x

x
q x x q x f p x x IR

″
 + +

′′ ′= + + 
− −  

 +
′′ ′+ + + + 

−  

+
′′ ′= + + = ∀ ∈

−
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fofأي أن  f=  
2( 

ker  {  /      ,  ( )  0 }
{  ²     /( 1)( ( - ) 0}

F P P IE F P
a x b x c x ax b a

= =
= + + + + =

 

( ){ }/Kerf p x c c IR= = ∈  
dimإذن   ker   1F =  

  إيجاد صورة التطبيق 
  لدينا 

{ }

2

2

( 1)Im (2 ) ( 1)(2 ) / ,
2

( 1) ( 1) / ,

xgf a x ax b a b IR

a x b x a b IR

 +
= + + + ∈ − 

= − + + ∈

  

}إذن  }2
Im ( 1), ( 1)gfB x x= − dim و عليه فإن +  Im  2g f = 

} و E =ker f + Img fنلاحظ بأن ) 3 }Im 0Kerf gf∩ =  
ImE إذن  Kerf gf= ⊕  
   تمرين

)2 أو أصغر 2ليكن لدينا فضاء آثيرات الحدود ذات الدرجة  [ ]) E IR X=  
  :نعتبر تطبيقا معرفا آمـا يلـــــي

2

:
(2 4) ( 3) 3

f E E
p x x p x p p

→

′′ ′− − + − +
  

  .E بالنسبة للأساس القانوني لـ Cأوجد مصفوفــة التطبيـق الخطي   )1
+TB=A مربعة فإن  Aبرهن انه إذا آانت مصفوفة  )2 A متناظرة   
  .برهن أنها قابلة للقلب A² +A+I= 0مصفوفة مربعة تحقق  Aلتكن   )3
  
  حل
  إيجاد مصفوفة التطبيق الخطي   )1

}بما أن  }1, x, x² هو الأساس بالنسبة للانطلاق و للوصول فإن:  

  f( 1 )  3 3  0 x  0 x² 
  f (x )  4 x  3  -3 4 x  0 x² 
  f(x²) 9 x² -8 x  8 -8 8 x  9 x² 

= = + +
 = = + +
 = = +

  

  و منه 
3 3 8
0 4 8
0 0 9

C
− − 

 = − 
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  لدينا   )2
ijB=(b ) / 1 i m  ,1 j m ≤ ≤ ≤ ≤ ijA=(a  ) / 1 i m  , 1 j m ≤ ≤ ≤ ≤ 

ij ij jib =a +a ji و منه الجمع تبديليلأن    ji ij ij ji ij jib =a +a =a +a b =b  ⇒  
   مصفوفة متناظرة  Bإذن

 3(  ²  0  - ² -A A I A A I+ + = ⇒ =  
  ⇒A(-A -I ) = I   التوزيع من اليمين 
  ⇒A = I ( A -I-)    التوزيع من اليسار

(-A -I ) A = A (-A -I)=I⇒  
A B = B A = I   

 B =(-A -I ) إذن
  تمرين

  نعتبر المصفوفة 
















=

011
101
110

A  

 A2=AA)( .A2 أحسب  )1
  . قابلة للقلب و أحسب مقلوبهاAإستنتج أن   )2
  حل
 لدينا  )1

AI2
211
121
112

A2 +=















=  

2(   

I)IA(
2
1AA)IA(

2
1

I2A)IA()IA(AAI2A2

=





 −=






 −⇒

=−=−⇒+=
  

  :و منه فإن المصفوفة قابلة للقلب و تحقق

1

1 1 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2
1 1( ) 1 1 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2
2 2

1 1 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2
A A I−

− −   
     = − = − = −          − −   

  

  تمرين
  :نعتبر التطبيق الباطني

3 3:
( , , ) ( , , )
g IR IR
x y z x x y z y z

→
− + + − −
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  .IR3 بالنسبة للأساس القانوني لـ gجد مصفوفة التطبيق الخطي   )1
   IR3نعتبر الأساس الجديد لـ   )2

{ }1 2 3(0, 1,0); (1,0,1), (1,0,0)v v v= − = =  

  .جد مصفوفة العبور من الأساس القديم إلى الأساس الجديد
فو )3 د مص ي ج ق الخط ر   gفة التطبي ة تغيي ة نظري د بطريق اس الجدي بة للأس  بالنس

  الأساس
  لح
  .مصفوفة التطبيق الخطي في الأساس القانوني تساوي) 1

















−−

−
=

110
111
001

A  

  مصفوفة العبور من الأساس القانوني إلى الأساس الجديد) 2
















−=

010
001
110

p  

  ساس الجديد مصفوفة التطبيق الخطي بالنسبة للأ) 3

1

0 1 0 1 0 0 0 1 1
0 0 1 1 1 1 1 0 0
1 0 1 0 1 1 0 1 0

1 2 1
1 1 0
1 0 1

B p A p−

− −   
   = = −   
   − − −   

− − 
 = − 
 − − 

  

  تمرين
  :نعتبر التطبيق الباطني

3 3

2

:

( , , ) ( , , )
af IR IR

x y z x y z x ay z x y a z

→

+ + + + + +
  

  .جد مصفوفة التطبيق الخطي بالنسبة للأساس القانوني  )1
  .aجد نواة التطبيق الخطي و بعد ها حسب قيمة الوسيط   )2
  .aيمة الوسيط إستنتج بعد صورة التطبيق الخطي حسب ق )3
  حل
  .مصفوفة التطبيق الخطي بالنسبة للأساس القانوني)1

















2a11
1a1
111
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  .نواة التطبيق الخطي) 2
  لدينا تعريفا

{ }

2

( , , ); , , : ( , , ) (0,0,0)

0
( , , ); , , : 0

0

aKer f x y z x y z IR tq f x y z

x y z
x y z x y z IR tq x ay z

x y a z

= ∈ =

 + + =
  = ∈ + + =  
  + + = 

  

  نميز ثلاث حالات 
2.1(  

 a=1  
{ }

{ }
{ }

1 ( , , ); , , : ( , , ) (0,0,0)

0
( , , ); , , : 0

0

( , , ); , , : 0

( , , ); ,

( 1,1,0 ;( 1,01)

Ker f x y z x y z IR tq f x y z

x y z
x y z x y z IR tq x y z

x y z

x y z x y z IR tq x y z

y z y z y z IR

= ∈ =

 + + =
  = ∈ + + =  
  + + = 

= ∈ + + =

= − − ∈

= − −

  

2DimKerfإذن  =  
2.2(  

a= -1  
{ }

{ }

1 ( , , ); , , : ( , , ) (0,0,0)

0
( , , ); , , : 0

0

2( ) 0
( , , ); , , :

0

( ,0, );

(1,0, 1)

Ker f x y z x y z IR tq f x y z

x y z
x y z x y z IR tq x y z

x y z

x z
x y z x y z IR tq

x y z

x x x IR

− = ∈ =

 + + =
  = ∈ − + =  
  + + = 
 + =

= ∈  + + = 
= − ∈

= −

  

1DimKerf إذن =  
2.3(  

1 1a a≠ ∧ ≠ −  
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{ }

{ }

1

2

( , , ); , , : ( , , ) (0,0,0)

0
( , , ); , , : 0 (0,0,0)

0

Ker f x y z x y z IR tq f x y z

x y z
x y z x y z IR tq x ay z

x y a z

− = ∈ =

 + + =
  = ∈ + + = =  
  + + = 

  

0DimKerf إذن =  
  .إستنتاج بعد الصورة حسب قيم الوسيط)3

aaمن العلاقة 
3 fImdimKerfdimIRdim +=   

  نستنتج
1fImdimفإن  a=1إذا  =  
2fImdim فإن  a=-1إذا  =  
1a1aإذا  3fImdim   فإن ≠∧≠− =  

  تمرين
يكن  ]3ل ]E IR x=  ل أو ة الأق ة ذات الدرج دود الحقيقي رات الح عاعي لكثي اء الش  الفض

اوي  ن أجل .3تس ن  pم ر  E م ) نعتب ) (1- )f p p x p ′= ث+ ر  ′p   حي ل آثي يمث
  .الحدود المشتق

  .تطبيق باطني fبرهن أن  )1
  .f  و أساس لصورةf جد أساس لنواة )2
kerأن أثبت   )3 Imf f E⊕ =.  
  حل

ه خطي لأن فضاء الانطلاق و الوصول هو                , باطني  f إثبات أن  ط أن ات فق لهذا يكفي إثب
  .Eنفسه و هو 

f 1 خطي 2 1 2 1 2; , ( ) ( ) ( )IR p p f p p f p f pα α α∀ ∈ ∀ ⇒ + = + ⇔  

( )
1 2

1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

1 2

; ,

( ) (1 )

(1 ) (1 )
( ) ( )

IR p p

f p p p p x p p

p x p p x P
f p f p

α

α α α

α α
α α

∀ ∈ ∀ ⇒
′

+ = + + − +
′ ′= + − + + −

= +

  

  إيجاد أساس النواة و الصورة 
  ينالد

{ }

( )
{ } { } { }

2 3 2 3 2 3
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

0 0 0 0 0 0 1 0

ker , ( ) 0

/ (1 ) 0

/ (1 )/ /

f p f p

a ax a x a x a ax a x a x x a ax a x a x

a a x a IR a x a IR au a IR

= =

′ 
= + + + + + + + − + + + = 
 

= − ∈ = − ∈ = ∈
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  .u1و منه فأساس النواة مشكل من الشعاع 
{ } ( ) ( ){ }2 2 3

0 1 2 3Im ( ), 2 (3 2 )f f p p E a a a x x a x x= ∈ = + + − + −  

  و منه فأساس الصورة  مشكل من الأشعة
( ){ }2 2 3

1 2 31, 2 , (3 2 )v v x x v x x= = − = −  

  .لأنها مولدة للصورة تعريفا و هي حرة
kerإثبات العلاقة  Imf f E⊕ =  

  يجب التحقق من العلاقتين
dim dim Im dim

Im
Kerf f E

Kerf f E
+ =

 + =
  

اطة   ة ببس ى محقق ة الأول ة     , العلاق عة الأربع ت أن الأش ي أن نثب ة فيكف ة الثاني ا العلاق و أم
{ }1 2 3 1, , ,v v v u        رات        ,  حرة و بالمثل يمكن أن نتحقق أنها حرة ا آثي يكفي فقط ملاحظة أنه

  .حدود من درجات مختلفة
  تمرين

  ليكن لدينا التطبيق الخطي
3 3:

( , , ) ( , , )
f IR IR
x y z x x y z y z

→
→ − + + − −

  

} بالنسبة للأساس القانوني fجد مصفوفة التطبيق الخطي  }1 2 3, ,e e e لـIR3.  
IR 3 1نعتبر الأشعة التالية من 2 3(0, 1,0), (1,0,1), (1,0,0)v v v= − = =  

a(  1 برهن أن الأشعة 2 3(0, 1,0), (1,0,1), (1,0,0)v v v= − = =  
  .IR على الحقل IR3تشكل أساسا للفضاء الشعاعي 

b(   جد مصفوفة التطبيق الخطيf للأساس بالنسبة  
1 2 3(0, 1,0), (1,0,1), (1,0,0)v v v= − = =.  

  حل
ق الخطي                )1 ة للتطبي دة المصفوفة المرفق إن أعم املات    fبالتعريف ف  مشكلة من مع

1 الأشعة 2 3( ), ( ), ( )f e f e f e  
  و لكن

1 1 2

2 2 3

3 2 3

( ) (1,0,0) ( 1,1,0)
( ) (0,1,0) (0,1, 1)
( ) (0,0,1) (0,1, 1)

f e f e e
f e f e e
f e f e e

= = − = − +
= = − = −
= = − = −

  

  و عليه فإن
1 0 0

1 1 1
0 1 1

A
− 
 =  
 − − 
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2(  
a(  ي أن نثبت أنها حرةلكي نثبت أن الأشعة الثلاث تشكل أساس يكف  

?

1 2 3, , ; 0 0IR v v vα β γ α β γ α β γ∀ ∈ + + = ⇒ = = =  
  لدينا 

1 2 3

0
, , ; 0 0

0
IR v v v

β γ
α β γ α β γ α

β

+ =
∀ ∈ + + = ⇒ − =
 =

  

0α و منه فإن β γ= =   .و هو المطلوب =
b(   إيجاد مصفوفة التطبيق الخطي في الأساس الجديدB.  

  لدينا مصفوفة العبور من الأساس القانوني نحو الأساس الجديد
0 1 1
1 0 0

0 1 0
P

 
 = − 
 
 

  

  نهو م

1

0 1 0
0 0 1
1 0 1

P−

− 
 =  
 − 

  

  و عليه

1

1 2 1
1 1 0
1 0 1

B P AP−

− − 
 = = − 
 − − 

  

  تمرين
  ليكن

:
2

f E E
p p p

→
′→ +

  

  . أو اقل2 هو فضاء شعاعي لكثيرات الحدود ذات درجة Eحيث 
   تطبيق خطيfأثبت أن   )1
  جد نواته و حدد بعدها  )2
  جد بعد صورته دون تحديدها  )3
  حل
1(  fخطي لان   

( ) ( )
, , , : ( ) ( ) 2( )

2 2 ( ) ( )
IR p q E f p q p q p q

p p q q f p f q
α β α β α β α β
α β α β

′∀ ∈ ∀ ∈ + = + + +
′ ′= + + + = +

  

  و هو المطلوب
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  نواته و بعدها  )2

{ } ( ) ( )

( ){ } { }

2 2 2

2 2

; ( ) 0 ; 2 0

; 2 (2 2 ) 2 0 0E

Kerf p E f p ax bx c ax bx c ax bx c

ax bx c ax a b x c b

′ = ∈ = = + + + + + + + = 
 

+ + + + + + = =
  

0DimKerf =  
  بعد الصورة  )3

dim Im dim 3 dim Im 3DimKerf f E f+ = = ⇒ =  
  تمرين
ى 2 الفضاء الشعاعي لكثيرات الحدود ذات الدرجة أقل أو تساوي  Eليكن  يكن   IR عل  f و ل

  ما يليالمعرف آ) الشكل الخطي (التطبيق الخطي 
[ ]

2

:

2

f IR X IR

ax bx c a b

→

+ + +
  

   أعداد حقيقة a ,b, cحيث 
1pبين أن آثير الحدود  )1 (x)=1  ينتمي نواة التطبيق f.  
دود    )2 ر ح د آثي 2pج (x)   ق واة التطبي ى ن ي إل ة   fينتم كل العائل ث تش بحي

1 2{p , p   f .أساسا لنواة  {
3pجد آثير حدود      )3 (x)    من E  1  بحيث 2 3{ p  ,p  ,p تشكل أساس للفضاء        { 

E 1 و بحيث 1 2 2 3 3 3( )f a P a P a P a+ + =  
  أعداد حقيقية aiحيث 

    بحيثE في E من تطبيق خطي gليكن   )4
1 2 3 3( ) ( ) 0 ,  ( )g p g p g p p= = =  

gog.برهن أن   )4.1 g=.  
   gجد نواة  )4.2
  حل
1(  1 1( ( )) (1) 0 ( )f p x f p x Kerf= = ⇒ ∈  

2(  ( ){ }22 ) , ,Kerf b x x c b c IR= − − + ∈  

  حدود التالين مولدة بكثيري الKerfو منه فإن 

{ }2
1 2( ) 1, ( ) 2 )p x p x x x= = −  

  .نهما يشكلان أساسا للنواةاو لما آانا مستقلين ف
ظ أن   )3 1نلاح 20 ,  2d p d p° = ° ن     و = دود م ر ح ار آثي ي أن نخت ه فيكف  علي

3  أي1الدرجة  1dp 1حتى تكون العائلة  = 2 3{ ,  ,  } p p p  للفضاء  اسحرة و منه أس E 
3 من الشكل      p3ليكن  .3لأننا نعلم مسبقا أن بعده يساوي        ( )    p x m x n=   m حيث    +

ع nو  ة م داد حقيقي دوم m  أع ر مع ظ ,  غي ابتين نلاح د الث ي نج أن لك
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1 1 2 2 3 3 3( )f a p a p a p a+ + ي = ق خط ون التطبي افئ آ ا يك و م  و ه

1 1 2 2 3 3 3( ) ( ) ( )a f p a f p a f p a+ + 1pلكن  =    ينتميان للنواة2pو  
3و منه  3 3( )  a f p a=  

3f(p  أي أن )=12 ( ) 2 1
2

m f mx n m= ⇐ + = = ⇐  

3عليه فإن و 
2( ) ,

2
p x x n n IR= + ∈  

3 لدينا n = 0من أجل 
2( )

2
p x x=  

4.1( ; ( )( ) ( )?p E gog p g p∀ ∈ =  
{ }1 2 3 1 2 3, ,EB p p p p p p Pα β γ= ⇒ = + +  

  ومنه
1 2 3

1 2 3 3 3

( )( ) ( )
( ( ) ( ) ( )) ( ( )) ( ) ( )

gog p gog p p p
g g p g p g p g g p g p g p

α β γ
α β γ γ γ

= + +
= + + = = =

  

4.2(   
{ }
{ }
{ }
{ }

1 2 3 1 2 3

1 2 3 3

1 2

; ( ) 0

; ( ) 0

; 0

, ,

Kerf p E g p

p p P f p p P

p p P P

p p IR

α β γ α β γ

α β γ γ

α β α β

= ∈ =

= + + + + =

= + + =

= + ∈

  

  تمرين
 و  IRسلامياته من      حيث   E معرف على الفضاء الشعاعي      f ليكن لدينا تطبيق خطي باطني    

  لتكن المصفوفة
0

,
0

A IR
α

α
α

 
= ∈ 
 

  

} في الأساس القانوني f مرفقة للتطبيق الخطي }1 2,e e   
  في الأساس الجديد f جد المصفوفة المرفقة للتطبيق الخطي  )1

1 2 1 2,
2 2

e e e e+ − 
 
 

  

  .Eللفضاء الشعاعي  في أي أساس آيفي fجد المصفوفة المرفقة للتطبيق الخطي   )2
  حل

1 مصفوفة العبور من الأساس القانوني إلى الأساس  )1 2 1 2,
2 2

e e e e+ − 
 
 

  

  تساوي
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1 1
2 2
1 1
2 2

p

 
 

=  
 − 
 

  

   تساويو منه فالمصفوفة المرفقة للتطبيق الخطي في الأساس الجديد
1

1

1 1 1 1
0 02 2 2 2

1 1 0 1 1 0
2 2 2 2

A p Ap
α α

α α

−

−

   
      ′ = = =      
      − −   
   

  

د        مصفوفة p و لتكن , E ليكن لدينا أساس آيفي للفضاء      )2 ى الأساس الجدي ور إل  العب

1 لدينا, الكيفي 1 1 1A p Ap p Ip p Ip p p I Aα α α α− − − −′ = = = = = =  

  . مستقرة بالنسبة لتغير الأساسA أي أن المصفوفة

  تمرين

انوني         fليكن التطبيق الخطي الباطني ى الفضاء الشعاعي المزود بالأساس الق  المعرف عل

  آمايلي

( ) ( )

2 2
:

, 2 4 , 2

f IR IR

x y x y x y− −

→

→  

  غامر ؟, هل هذا التطبيق متباين, احدد بعديهم. جد صورة ونواة التطبيق

  حل
  لدينا

( ){ }Im 2,1 ,Kerf gf t t IR= = dim و منه ∋ dim Im 1Kerf gf= =  

) مادام ){ }0,0Kerf   فان التابع غير متباين ≠

2Im و مادام gf IR≠  فان التابع غير غامر  

  تمرين
   ليكن

( )

3 3:
, , ( 2 , , 2 )

f IR IR
x y z x y z y z x y z

→

→ + − + + −  

  ي و حدد بعديهماجد نواة و صورة هذا التطبيق الخط
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  حل
  تحديد نواة التطبيق الخطي

( ){ }
( ){ }

( ) ( ){ }

( ){ } { }

, , / ( , , ) (0,0,0)

, , /( 2 , , 2 ) (0,0,0)

2 0
, , / 0 , , /( 3 , , )

2 0

3 , , (3, 1,1), .

Kerf x y z f x y z

x y z x y z y z x y z

x y z
x y z y z x y z x z y z z IR

x y z

z z z z IR z z IR

= =

= + − + + − =

 + − =
  = + = = = = − ∈  
  + − = 

= − ∈ = − ∈

 

dim و منه 1Kerf =  
  تحديد الصورة

{ }

{ }

{ }

{ }

Im ( , , ) / , ,

( 2 , , 2 ) / , ,

(1,0,1) (2,1,1) ( 1,1, 2) / , ,

/ , ,

gf f x y z x y z IR

x y z y z x y z x y z IR

x y z x y z IR

xu yv zw x y z IR

= ∈

= + − + + − ∈

= + + − − ∈

= + + ∈

 

3لدينا  -u v w= و منه dim Im  2g f    مستقلان v و  wلأن =
  تمرين

3ني لكل من جد بالنسبة للأساس القانو 2 ,IR IR المصفوفة المرفقة للتطبيق الخطي   
,1)الذي يرفق للأشعة  -1) ,  (2, -3)x y= =  

)الأشعة  ) (-1, -2,5) ,  ( ) (0,5,4).h x h y= =.  
  تمرين

  ليكن لدينا التطبيق
3 3:

( , , ) (2 , 2 ,2 )
f IR IR
x y z x y z x y z x y z

→
→ + + + + + +

  

  .برهن أن التابع خطي  )1
  .جد أساس للنواة ثم استنتج بعده  )2
  . ثم استنتج بعدهاf جد أساس لصورة  )3
  .تحقق من نظرية الأبعاد  )4

  تمرين
    معرق آما يلي3IR تطبيق باطني من fليكن 

( ,  ,  ) (  ,   ,   )f x y z y z x z y x= + + +  
  .جد نواته
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  تمرين 
3IR آثير حدود من pليكن  [x] , نضع( ) (1 )f p p x p′= + −   
  .  تطبيق باطني fن برهن أ

  . و أساس للنواةf جد أساس لصورة
3Imبرهن أن  [ ]Kerf f IR x⊕ =  

  تمرين 
  ليكن لدينا

2 2 2 2: , :
( , ) (2 4 , 2 ) ( , ) (3 4 , )
f IR IR g IR IR
x y x y x y x y x y x y

→ →
− − − −

  

   و صورتها و آذا بعديهما fجد نواة  )1
  متباين؟,  غامر fهل  )2
  .gستنتج بعد نواة و صورة ا, g-1جد .  غامر gبرهن أن  )3

  تمرين
2 بالنسبة للأساسين القانونيين فيf للتماثل Mأوجد المصفوفة  3IR et IR  

( ) ( )

2 3:
, 3 , 2 4 ,5 6

f IR IR
x y x y x y x y

→

− + −
  

  تمرين
2أوجد بالنسبة للأساسين القانونين في  3IR et IRالتطبيق الخطي الذي يحقق   

( ) ( ) ( ) ( )1, 1 1, 2,5 2, 3 0,5, 4f et f− = − − − =  
  تمرين

  نعتبر المصفوفة
2 1 0
2 2 1
0 2 2

A
 
 =  
 
 

  

} بالنسبة للأساس القانوني 3IRالمرفقة للتطبيق الباطني في  }1 2 3, ,B e e e=  
  .أوجد نواة و صورة هذا التطبيق مع تحديد أساسا لكل منهما  )1

}ليكن  }1 2 1 2 32 2 , 2 2 , 2B e e e e e′ = +   ا لنفس الفضاء الشعاعي أساسا جديد−
  .جد مصفوفة المرور من الأساس القانوني إلي الأساس الجديد  )2
  .أستنتج مصفوفة التطبيق الخطي بالنسبة إلي الأساس الجديد  )3

  تمرين
3 نعتبر الأشعة 2 1(2,1,1), ( 1,3,0), (1,2,1)v v v= = −   .3IRفي الفضاء لشعاعي  =

}برهن أن العائلة   )1 }3 2 1, ,v v v 3 تشكل أساسا للفضاءIR.  
  نعتبر التطبيق المعرف آما يلي
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3 4:
( , , ) ( , , , )
f IR IR
x y z x y x y z x y z x

→
+ + − + +

  

  . خطيfبرهن أن   )2.1
  . تشاآل؟ عللfهل   )2.2
  .ثم أساس من أسسها, بعدها, fجد نواة   )2.3
  . ثم أساس من أسسهاImfجد أساس الصورة   )2.4
4 بحيث IR4 من Eجد فضاء شعاعي   )2.5 ImIR f E= ⊕.  

  تمرين
}ليكن لدينا  }3/ [ ]E p p IR x=   . IR فضاء شعاعيا على Eعلما أن  ∋

برهن أن العائلية   )1
{ }2 2 3

1 2 3 4( ) 2 1, ( ) , ( ) ( 2) , ( ) ( 2)B p x x p x x p x x p x x= = + = = + = +  
  Eتشكل أساسا لـ 

  .*Bجد أساسه الثنوي   )2
} جد الأساس الثنوي للأساس التالي  )3 }2 31, , ,x x x  

  تمرين
}لتكن  }, ,E M aI bA a b IR= = +     مع العلم أن∋

1 0 1 1
,

0 1 1 1
I A

   
= =   − −   

  

  .E ن منامتى تتساوى مصفوفت  )1
ة من                Eأثبت أن     )2  فضاء شعاعي جزئي من الفضاء الشعاعي للمصفوفات المربع

  2الصنف 
   تشاآلا؟f متى يكون, M المرفق للمصفوفة f نعتبر التطبيق الخطي  )3
  جد نواته, A التطبيق المعرف بالمصفوفة gن ليك  )4

  ليكن الأساس الجديد المعرف آما يلي

( ) ( )1 2 1 2
2 2,

2 2
u e e v e e= + = − +  

  .في الأساس الجديد g جد المصفوفة المرفقة للتطبيق  )5
3IR من fa نعتبر التطبيق الباطني   حيث المصفوفة المرفقة له في الأساس القانوني  

  تمرين
  عتبر المصفوفةن

1 0 1
1 1 0
0 1 1
1 1 1

A

 
 
 =
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1ليكن الأساس القانوني  2 3( ,  ,  )e e e e= 3 لـIR و الأساس القانوني 

1 2 3 4( ,  ,  ,  )F f f f f=  لـIR4.  
1و ليكن لدينا  2 3 4( ,  ,  ,  ) g g g g g= حيث 

1 1 2 4 2 2 3 4

3 1 3 4 4 1 2 3

  ,    
   ,    
g f f f g f f f
g f f f g f f f
= + + = + +
= + + = + +

  

) حيث uق ليكن التطبي ,  ,  )A u e f=.  
 .متباين uبرهن أن التطبيق  )1

  .u  لا ينتمي إلى صورة4g، برهن أن uجد صورة 2) 

)، جد 4IR أساسا لـ gأن )  2(و  )1( برهن من )3 ,  ,  )B u e g=  
  تمرين
يكن  اوي Eل ده يس عاعيا بع ل 4 فضاءا ش ى الحق يكن IR عل } و ل }1 2 3 4, , ,ie e e e e= 

ـ  ا ل يكن Eأساس اوي F و ل ده يس عاعيا بع اءا ش ل 3 فض ى الحق يكن IR عل  و ل
{ }1 2 3, ,jf f f f= أساسا لـ F.  

u:نعتبر التطبيق الخطي  E F→المعرف بالعلاقة التالية :  
1 1 2 2 2 3 3 2 4 1 3( ) ; ( ) , ( ) 2 ; ( ) 3u e f f u e f f u e f u e f f= + = + = = − +.  

  .uجد المصفوفة المرفقة للتطبيق الخطي  )1
1جد صورة الشعاع  )2 2 3 42x e e e e= + − −. 
 .جد نواة التطبيق الخطي )3
  .جد صورة التطبيق الخطي )4

  تمرين
  نعتبر المصفوفة

1 1
1 1 ,
1 1

m

m
A m m IR

m

 
 = ∈ 
 
 

  

  .m ما هي رتبة المصفوفة،ناقش حسب قيمة الوسيط  )1
  .صفوفة في حالة وجودهجد مقلوب الم  )2
اطني المرفق             )3 عندما لا تكون المصفوفة قابلة للقلب، جد نواة و صورة التطبيق الب

  .للمصفوفة
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  المحددات تمارين 19
  تمرين

  برهن بدون نشر أن المحدد معدوم
1
1 0
1

a b c
b a c
c a b

+
+ =
+

  

  حل
  لدينا

( )
1 1 1 1
1 1 1 1 0
1 1 1 1

a b c a a b c a
b a c b b a c a b c b
c a b c c a b c

+ + +
+ = + + = + + =
+ + +

  

  تمرين
  احسب المحدد التالي

x10...0
0......
.......
.......
0..0x10
0..00x1
n1n..321

−

−
−

−

  

  حل

( )

1

2
1 1det

1 1

nn x
x x

++ −
= +

− −
  

  تمرين

ى      255,527,204إن الأعداد    أثبت باستعمال خواص المحددات دون        . 17تقبل القسمة عل

  .17حساب بأن المحدد التالي يقبل القسمة على 

2 0 4
5 2 7
2 5 5

  

  حل
  لدينا

2 0 4 2 0 2 100 0 10 4 2 0 204 2 0 12
5 2 7 5 2 5 100 2 10 7 5 2 527 17 5 2 31
2 5 5 2 5 2 100 5 10 5 2 5 255 2 5 15

× + × +
= × + × + = =

× + × +
  



 

119

  تمرين
  أحسب المحددات التالية

1 0 2 1 0 6 0 1 1 2
3 4 5 , 0 4 5 , 1 0 2 3
5 6 7 2 6 1 1 2 0 0

i i
i i
i

+ +     
     − −     
     −     

  

  حل
1 0 2

det 3 4 5 6
5 6 7

 
  = − 
 
 

, 
1 0 6

det 0 4 5 74
2 6 1

 
  = − 
 
 

  

0 1 1 2
det 1 0 2 3 3 11

1 2 0 0

i i
i i i
i

+ + 
 − − = − 
 − 

  

  تمرين
  أحسب محدد المصفوفة التالية

3 2 5 4
5 2 8 5
2 4 7 3

2 3 5 8

N

− − 
 − − =
 − −
  − − 

  

  حل
det 54N = − 

  تمرين
  أحسب المحدد من الرتبة النونية التالي

1 . . 2 1
1 . . 2 1 .0

. . . .1 0 .0

. . . . . .

. . . . . .
1 . . . 0 0

n

n n
n

−
−

∆ =  

  ينتمر
  أنشر إلى جداء عوامل 

1 cos cos 2 1 cos cos
1 cos cos 2 , cos 1 cos
1 cos cos 2 cos cos 1

a a c b
b b c c a
c c b a
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  تمرين
  أحسب محدد المصفوفات التالية

0 1 1 2 1 0 6 1 0 2
1 0 2 3 , 0 4 5 , 3 4 5

1 2 2 0 2 6 1 5 6 7

i i
C i i B A

i

+ +     
     = − − = =     
     − −     

  

  تمرين
  برهن أن المحدد

2 3

2 2 2

1
1 1 1 1
1
1

x x x

a b c
a b c

  

,2حيث   3,  4  a b c= =   (x-1)3 قابل للقسمة على  =
  تمرين

   (a, b, c) مشكل من العناصر 3 من الصنف A فةنفرض أن قطر المصفو
ة آون          ة    A برهن باستعمال التعريف العام للمحددات بأنه في حال ة أو مثلثي  مصفوفة قطري

  .abcفان محددها يساوي 
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  تبسيط المصفوفات تمارين 20
  تمرين

  لتكن لدينا
0 1 1
1 0 1
1 1 0

A
 
 =  
 
 

  

2 برهن أن  )1 2A A I= +.  
  .−1Aأنها قابلة للقلب ثم جد استنتج   )2
  .ادرس قابلية المصفوفة للتقطير  )3
  حل
2 ن أنابره  )1 2A A I= +.  

2

0 1 1 0 1 1 2 1 1
1 0 1 1 0 1 1 2 1
1 1 0 1 1 0 1 1 2

0 1 1 1 0 0
1 0 1 2 0 1 0
1 1 0 0 0 1

A
    
    = =    
    
    
   
   = +   
   
   

  

  .−1Aج أنها قابلة للقلب ثم جد ااستنت  )2
  :إن المصفوفة قابلة للقلب لأن

2

/
1 12 ( ) ( )
2 2

B AB BA I

A A I A A I I A I A I

∃ = =

= + ⇔ − = ⇔ − =
  

( )1

1 1 1
1 1 1 1 1
2 2

1 1 1
A A I−

− 
 = − = − 
 − 

  

  قابلية التقطير )1

)لدينا  ) ( ) ( )21 2p λ λ λ= + −  

  . شعاعين ذا تين1-و منه فلكي تكون المصفوفة قابلة للتقطير يجب أن تولد القيمة الذاتية 

1 1
1 1 , 0

0 1
λ

 − −    
    = − →     
    
    

  

  .إذن المصفوفة قابلة للتقطير
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  تمرين

ي   نعتبر في الفضاء الشعاعي الجز       ]ئ ]2E IR x=          ة ذات الدرجة رات الحدود الحقيقي  لكثي

  : المعرف آما يليf نعتبر التطبيق 2الأصغر أو مساوية لـ 

( )

:

( ) 1

f E E
dp f p x p p
dx

→

 = + + 
  

  . تطبيق خطيfبرهن أن   )1

} في الأساس f للتطبيق الخطي Mجد المصفوفة   )2 }21, ,x x.  

  .fجد القيم الذاتية لـ   )3

  .fجد الأشعة الذاتية لـ   )4

  حل

  هو تطبيق خطي لأنه يحقق  )1

( )( ) ( )

( ) ( )

, , : ( ) ( ) ( )

( ) 1

1 1

IR p q E f p q f p f q
df p q x p q p q
dx

d dx p p x q q
dx dx

α α α

α α α

α

∀ ∈ ∀ ∈ + = +

 + = + + + + 

    = + + + + +     

  

  مصفوفة التطبيق الخطي  )2

  بتطبيق التعريف نحصل على

4 0 0
2 3 0
0 1 2

M
 
 =  
 
 

  

  القيم الذاتية  )3
)لدينا  )( )( ) 1 2 3( ) 4 3 2 4, 3, 2Mp λ λ λ λ λ λ λ= − − − ⇒ = = =.  

  الأشعة الذاتية  )4

1 1
1 14 ,1,
2 2

Vλ  = ⇒ =  
 

  

( )2 13 0,1,1Vλ = ⇒ =  

( )3 32 0,1,1Vλ = ⇒ =  
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  تمرين
  ةنعتبر المصفوفات التالي

0 1 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 , 1 0 0 , 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0
0 1 0 , 1 0 0
1 0 0 0 0 1

P Q R

S T

     
     = = =     
     
     
   
   = =   
   
   

  

Mأحسب المصفوفة ) 1 P Q R S T= − + − + +.  

  .2Mأحسب ) 2

  .M  قابلة للقلب و أحسب مقلوبM بدون حساب المحدد استنتج أن) 3

  .M جد القيم الذاتية للمصفوفة)4

   قابلة للتقطير؟ Mهل ) 5

  . متشابهة مع مصفوفة قطرية يطلب حسابها Mأن تحقق من ) 6

  حل
  Mحساب المصفوفة   )1

1 0 2
2 1 2
0 0 1

M P Q R S T
− 
 = − + − + + = − 
 
 

  

  .M2 حساب المصفوفة  )2
  لدينا

2

2

1 0 2 1 0 0
2 1 2 0 1 0
0 0 1 0 0 1

M
−   
   = − =   
   
   

  

  .حسب العلاقة  )3
2

2

1 0 2 1 0 0
2 1 2 0 1 0
0 0 1 0 0 1

M
−   
   = − =   
   
   

  

  .M=M-1القلب و لدينا  قابلة للقلب لأنها تحقق تعريف قابلية Mفإن المصفوفة 
  حساب القيم الذاتية  )4

) لدينا ) ( )2( ) det( ) 1 1p M Iλ λ λ λ= − = − +  
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  و منه فالقيم الذاتية هي

1

2

1

2

1........ 1

1....... 2
λ

λ

λ α

λ α

= − =
 = =

  

ة  Mتكون    )5  قابلة للتقطير إذا و فقط إذا آانت القيم الذاتية تولد عدد من الأشعة الذاتي
  مساوي لمرتبة تضاعفها 

   لدينا الشعاع1λمن أجل 

1

1
1

0
u x

 
 = − 
 
 

  

   لدينا الشعاعين 2λمن أجل 

2 3

1 0
0 1
1 0

x y xu yu
   
   + = +   
   
   

  

  .و منه فالمصفوفة قابلة للتقطير
ة للمصفوفة          Mنعم    )6 يم الذاتي ة المشكلة من الق  و M متشابهة مع المصفوفة القطري

  .لدينا
11 0 0 1 1 0 1 0 2 1 1 0

0 1 0 1 0 1 2 1 2 1 0 1
0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0

−− −      
      = − − −      
      
      

  

  تمرين
  نليك

2/ ( ) :
a b

E A A M IR A
b c

  
= ∈ =  

  
  

ث  2حي ( )M IR     نف ن الص ة م فوفات المربع ة المص ي مجموع املات 2 ه  ذات المع
  .الحقيقية

2 يشكل فضاء شعاعي جزئي من Eبرهن أن   )1 ( )M IR.  
  .جد أساس له  )2
  .أعط بعده  )3

  يلي نعتبر التطبيق المعرف آما

( ) ( ) ( )
:f E E

a b a b a c b
f

b c b c b a b c
+

=
+ +

 →
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  .أنه يشكل تطبيق باطنيبرهن   )4

  . حسب الأساس المحسوب في السؤال الثانيfجد المصفوفة الممثلة للتطبيق   )5

  .f جد نواة  )6

  .أحسب بعدها  )7

  لتكن المصفوفة  )8

0
a b

B
a

− 
=  − 

  

  ؟تحت أي شرط تكون قابلة للتقطير
  حل

1(  E φ≠ لأن 
1 0
0 1
 
 
 

  Eينتمي الى  

  و لدينا آذلك

, , ,
a b a b

A A E IR
b c b c

a b a b
E

b c b c

α β

α β

′ ′   ′∀ = = ∈ ∀ ∈   ′ ′   
′ ′   

⇒ + ∈   ′ ′   

  

a b a b a a b b
E

b c b c b b c c
α β α β

α β
α β α β

′ ′ ′ ′+ +     
+ = ∈     ′ ′ ′ ′+ +     

  

  بالفعل لدينا

2فضاء شعاعي جزئي من  Eو منه فان  ( )M IR.  

  أساس   )2

2

1 0 0 1 0 0
/ ( ) :

0 0 1 0 0 1
a b

E A A M IR A a b c
b c

        
= ∈ = = + +        

        
  

2/ ( ) :
a b

E A A M IR A aP bQ cR
b c

  
= ∈ = = + +  

  
  

{ }, ,B P Q R⇒ =  
   و هي حرةEتعريفا لأنها تولد 

  البعد  )3

dim 3E   .و هي تساوي أصلي الأساس =

   خطيfيكفي أن نثبت أن التطبيق   )4
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, ; ,
a b a b

A A E IR
b c b c

α α
′ ′   ′ ′∀ = = ∈ ∀ ∈ ⇒   ′ ′   

( )( )

( ) ( )

a a c c b b
b b a a b b c c

f A A

f A f A

α α α α α α
α α α α α α α α

α α

α α

′ ′ ′ ′ ′+ + + +
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + +

′ ′+ =

′ ′= +
  

  .و هو المطلوب
} مصفوفة التطبيق الخطي حسب الأساس Bلتكن   )5 }, ,P Q R   

  لدينا
( ) 1. 0. 1.  
( ) 0. 1. 1.  

 ( ) 1. 0. 1.

f P P Q R
f Q P Q R
f R P Q R

= + +
= + +
= + +

  

  و منه
1 0 1
0 1 0
1 1 1

B =
 
 
   

6(  

( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ }

0 0 0 0
/ ( ) /

0 0 0 0

0 1 0
, ,

0 0 1

a c b
Kerf A E f A A E

b a b c

a
a IR a a IR

a

+ 
= ∈ = = ∈ = + + 

− −
= ∈ = ∈  

7(  
1 0

,
0 1

Kerf a a IR
 − 

= ∈  
  

1D و منه im K erf =.  

) المعادلة المميزة  )8 )2( ) 0Bp aλ λ= + =  
  نلاحظ أن الجذر مضاعف

   و الذي يحققa−=λالشعاع المرفق للقيمة الذاتية المضاعفة  X=(x1,x2)ليكن 
( )
( )

1 2

2

0
0

a x bx
a x

λ
λ

 − − + =
 − − =

  

aλمن أجل  =   و منه على حالتين  bx2=0 نحصل على −
8.1( b=0 
  و منه
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( ) ( ){ }1 0 1 01, 0 0,1 / ,E x x x x IRaλ = + ∈= −  

عاعي   د الفضاء الش ر لأن بع ة للتقطي ه فالمصفوفة قابل ة تضاعف و من او لمرتب ذاتي مس ال
  الجذر

8.2(  0b ≠  

)  و عليهx2=0و منه  ){ }1 11, 0 ,aE x x IRλ =− = ∈  

ة    اوي لمرتب ذاتي لا يس عاعي ال د الفضاء الش ر لأن بع ة للتقطي ر قابل ه فالمصفوفة غي و من
  .تضاعف الجذر

  تمرين

  نعتبر المصفوفة 
2 1 1
1 2 1

1
M

a a

−
= −

−

 
 
   

   التي من أجلها تكون المصفوفة قابلة للتقطير ؟aما هي قيم 
  .جد أساس الأشعة الذاتية  )1
  .P أستنتج مصفوفة العبور  )2
Mلمصفوفة القطرية أعط ا  )3 ′.  
  حل

  نعتبر المعادلة المميزة, نبحث أولا عن القيم الذاتية  )1
( )( )23 2( ) 5 7 3 3 1p λ λ λ λ λ λ= − + − + = − −  

ة                         ة الذاتي اد الفضاءات الشعاعية الجزئي زم و يكفي أن تكون أبع ر يل ة للتقطي لكي تكون قابل
  مساوية لمرتبة تضاعف آل جذر

( ){ }
1 3 1,1,0 ,E x x IRλ = = ∈  

 و منه
1 3dim 1Eλ = =  

( )
( ) ( )2 1

1,1, 2 / 0
1,0,1 0,1,1 / , 0

x x IR si a
E

x y x y IR si aλ =

 ∈ ≠ =  + ∈ =  
  

  و منه

2 1

1 0
dim

2 0
si a

E
si aλ =

≠
=  =

  

  . معدومaو عليه تكون المصفوفة قابلة للتقطير في حالة آون 

( ) ( ) ( ){ }1,1,0 , 1,0,1 , 0,1,1B =  



 

128

2(  
1 1 0
1 0 1
0 1 1

P
 
 =  
 
 

  

3(  
3 0 0
0 1 0
0 0 1

D
 
 =  
 
 

  

  تمرين
  نعتبر المصفوفة التالية

3 10
4 4
1 2 1
4 3 4

1 10
3 2

S

 
 
 
 =  
 
  
 

  

)الحدود المميز شكل آثير  )1 )p λ.  

1أحسب  )2
2

p  
 
 

.  

ه محدودة                  )3 ة يوجد شعاع ذاتي بحيث آل مرآبات ة ذاتي أثبت أنه من أجل أآبر قيم
  .1 و مجموعها يساوي 1 و 0بين 

  .B مع مصفوفة قطرية  أثبت حسابيا تشابه المصفوفة  )4
  حل
 لدينا )1

3 223 9 5( ) det( )
12 8 24

p S Iλ λ λ λ λ= − = − + − +  

2( 1( ) 0
2

p = 

  و منه
1 5( ) ( 1)( )( )
2 12

p λ λ λ λ= − − − − 

 و عليه فإن القيم و الأشعة الذاتية الموافقة هي
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1 1

2 2

3 3

1........................ (2,3,2)
1 ...................... (1,0, 1)
2
5 ................... (3,1, 4)

12

v

v

v

λ

λ

λ


 = =

 = = −

 = = −

  

نبحث   ,v1الأشعة الذاتية المرفقة للقيمة الذاتية متناسبة مع , 1أآبر قيمة ذاتية هي   )3
  بحيثvعن شعاع 

1 / 0 0 , , 1v v x y z et x y zλ= + + = ≤ ≤  
  لدينا

1 1(2,3, 2); (2 ,3 , 2 ) 2 3 2 1
1
7

v v V etλ λ λ λ λ λ λ

λ

= = = + + =

⇒ =
  

   يحقق الغرض v = (2/7,3/7,2/7)و منه فإن الشعاع 
4(  

1

1 1 11 0 0 2 1 3 7 7 710 0 ; 3 0 1 ; 2 2 1
2

2 1 4 3 4 350 0 7 7 712

B p p−

            = = = −       − − − −           

  

1Bمع  p Sp−=و هو ما يثبت أن المصفوفة  S متشابهة مع مصفوفة قطرية B.  
  تمرين

  لتكن لدينا المصفوفة
2 1 1
1 2 1

1
A

a a

− 
 = − 
 − 

  

  التي تجعل المصفوفة قابلة للتقطير؟ a ما هي قيم  )1

  .جد الأساس الذاتي  )2

  . من الأساس القانوني إلى الأساس الذاتيP جد مصفوفة العبور  )3

  .P أحسب مقلوب  )4
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ابهة  )5 فوفات المتش ف المص ط تعري فوفة, أع ت أن المص م أثب ع Aث ابهة م  متش

  .طرية يطلب تعيينهامصفوفة ق

  حل
   التي تجعل المصفوفة قابلة للتقطيرaالبحث عن قيم   )1

  لدينا
2( ) det( ) (1 ) ( 3)p A Iλ λ λ λ= − = − −  

  و منه

1

2

1

2

3............ 1

1............ 2
λ

λ

λ α

λ α

= =
 = =

  

ة المضاعفة عددا من الأشعة                   Aحتى تكون     قابلة للتقطير يلزم و يكفي أن تولد القيمة الذاتي
  الذاتية مساو لمرتبة تضاعفها و عليه

0 0
( ) 0 0

0 0

x x y z
A I y x y z

z ax ay

+ − =    
   − = ⇔ + − =   
    + =    

  

  نميز حالتين

1.1(  0x y a= ⇐ ≠  

  و منه

(x, y, z)=(x, x, 2x)=x(1, 1, 2)  

  و عليه فلا يوجد تقطير لأن عدد الأشعة أصغر تماما من مرتبة تضاعف الجذر 

1.2(  0x z y a= − ⇐ =  

  y (-1, 1, 0) + z (1, 0, 1) = (z-y, y, z ) = (x, y, z ) و منه

  .a= 0و هو ما يثبت أن المصفوفة قابلة للتقطير في حالة 

  تحديد الأساس الذاتي  )2

31لهذا نبحث عن الشعاع الذاتي المرفق للقيمة الذاتية  =λ  

  لدينا

( )
0

3 0 ( , , ) (1,1,0)
0

x
A I y x y z x

z

   
   − = ⇒ =   
   
   

  

}  و منه فالأساس الذاتي يساوي }(1,1,0), ( 1,1,0), (1,0,1)−  
  مصفوفة العبور  )3
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1 1 1
1 1 0
0 0 1

p
− 

 =  
 
 

  

  مقلوب مصفوفة العبور  )4

1

1 1 1
1 1 1 1
2

0 0 2
p−

− 
 = − 
 
 

  

نف       )5 س الص ن نف ربعتين م فوفتين م ن مص ول ع ابهتان إذا   B و A نق ا متش أنهم

1B مربعة من نفس صنف المصفوفتين و بحيث pوجدت مصفوفة  p Ap−=  

  لدينا

3 0 0 1 1 1 2 1 1 1 1 1
10 1 0 1 1 1 1 2 1 1 1 0
2

0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 1

− − −     
     = − −     
     
     

  

  تمرين

  صفوفة ليكن لدينا الم

*

0
,

0

a b
C b a b a IR b IR

b a

 
 = ∈ ∈ 
 
 

  

  .Cعين القيم و الأشعة الذاتية للمصفوفة   )1

  .3Cاحسب و.2Cاحسب   )2

   على الشكلnC أي Cاثبت انه يمكن وضع القوة النونية للمصفوفة   )3

n n n
n

n n n n

n n n

u v w
C v u w v

w v u

 
 = + 
 
 

  

  ) و شكلها القطري Cستعمال العلاقة الموجودة بين المصفوفةإرشاد يمكن ا(
  حل
)  هيC ـالمعادلة المميزة ل  )1 ) ( )2 22 0a a bλ λ − − − =   

1القيمة الذاتية  aλ    يوافقها الشعاع الذاتي=
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1
1 1,0,
2 2

v  = − 
 

  

2القيمة الذاتية  2a bλ =    يوافقها الشعاع الذاتي+

2
1 2 1, ,
2 2 2

v
 

=   
 

  

2القيمة الذاتية  2a bλ =    يوافقها الشعاع الذاتي−

3
1 2 1, ,
2 2 2

v
 −

=   
 

  

2(  3 2,C C تتوضع على الشكل  

n n n
n

n n n n

n n n

u v w
C v u w v

w v u

 
 = + 
 
 

  

3 2 2 2 23 , 3 2 , 33 3 3u a ab v a b b w ab= + = + =

2 2 2, 2 ,2 2 2u a b v a b w b= + = =  

1D مصفوفة قابلة للتقطير و لديناالقيم الذاتية مختلفة و منه فال  )3 P CP−=  

  حيث

0 0

0 2 0

0 0 2

a

D a b

a b

= +

−

 
 
  و 

1 1 1
2 22
2 20

2 2
1 1 1

2 22

P = −

 
 
 
  
 

  

1 لكن 1n n n nC PD P D P C P− −= ⇔ =  

  مع

( )
( )

0 0

0 2 0

0 0 2

na
n n

D a b

n
a b

= +

−
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  تمرين

   و لتكنIR مزود بالحقل 3IR تطبيقا باطنيا على fليكن 
1 1 1

1 1 1
1 1 1

A
− 
 = − 
 − 

  

  مصفوفته في الأساس القانوني 

  .جد القيم الذاتية للتطبيق  )1

  .جد بعد الفضاءات الشعاعية الجزئية الذاتية  )2

ذا                 )3 استنتج أساس مكون من الأشعة الذاتية للتطبيق و حدد مصفوفة التطبيق وفق ه

  .الأساس

  تمرين
  لتكن لدينا

4 4 2 5 5 3
, ,

1 4 4 3 8 6
A B C

     
= = =     − −     

  

  .لأشعة الذاتية لكل مصفوفةجد القيم الذاتية و ا  )1

  .جد مصفوفة انتقال تجعل المصفوفات تأخذ شكل قطري  )2

  تمرين
  . بالمصفوفة IR4 المعرف على fليكن التطبيق الداخلي 

1
0 1
0 0 1
0 0 0 1

a b c
d e

A
f

 
 
 =
 −
  − 

  

  . قابلا للتقطيرf حتى يكون  f,e,d,c,b,aعين قيم   )1
  تمرين

  لتكن لدينا
1 2 3 1 2 3 1 1 2 7 12 2

2 2 6 , 2 1 4 , 3 3 6 , 3 4 0
2 2 6 3 1 2 2 2 4 2 0 2

A B C D
− − − − −       
       = − = − − = − = −       
       − − − −       

  .جد القيم و الأشعة الذاتية لكل منها  )1

  .ادرس قابلية التقطير  )2



 

134

  تمرين

   المصفوفةلتكن

3 0 0
4 1 2 ,

0 3
A a IR

a

 
 = ∈ 
 
 

  

  .جد القيم و الأشعة الذاتية  )1

  .ادرس قابلية التقطير حسب قيمة الوسيط  )2

  .أعط المصفوفة القطرية  )3

  تمرين

  لتكن لدينا

1 3 0 3 3 1 1 7
2 6 0 13 9 3 7 1

,
0 3 1 3 0 0 4 8
1 4 0 8 0 0 2 4

A B

− − −   
   − − − − −   = =
   − −
      − − −   

  

  .قيم و الأشعة الذاتية لكل منهاجد ال  )1

  .ادرس قابلية التقطير  )2

  تمرين 

  قطر المصفوفة

3 4 0 2
4 5 2 4
0 0 3 2
1 0 2 1

A

− 
 − − =
 −
  − 

  

  تمرين

  لتكن المصفوفات التالية 

1 2 3 1 1 2
2 5 5 3

; ; 2 1 4 ; 3 3 6
4 3 8 6

3 1 1 2 2 4
A B C D

−   
       = = = − − = −       − −       −   

  

  .جد القيم و الأشعة الذاتية  )1
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  .جد مصفوفة العبور من الأساس القانوني إلى الأساس الذاتي  )2

  تمرين

  فةنعتبر المصفو

2 ; ,
a b a b

M b b b a b IR
a b b a

− 
 = − ∈ 
 − − 

  

  هل هي قابلة للقلب؟, أحسب محددها  )1

ى شكل         .جد القيم و الأشعة الذاتية للمصفوفة       )2 استنتج أساس تكتب فيه المصفوفة عل

  .قطري

جد مصفوفة العبور من الأساس القانوني نحو الأساس الذاتي و أحسب المصفوفة               )3

  .العكسية لمصفوفة العبور

α,جد   )4 β 3 بحيث 2M M Mα β= +.  

3Mمتى يتحقق   )5 M=.  

  تمرين
   حتى تكون المصفوفةbما هي قيم 

2 1 1
1 2 1

1
M

b b

− 
 = − 
 − 

  

  قابلة للتقطير؟

  تمرين

  لتكن لدينا المصفوفة

1 0 0
4 1 1

0 3
A

b

− 
 = − − 
 − 

  

  .Aأحسب آثير الحدود المميز للمصفوفة   )1

  .لتقطيربرهن أن المصفوفة قابلة ل  )2

  .جد مقلوبها  )3
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   قابلة للتقطير؟B=A2+Iهل المصفوفة   )4

  تمرين

  أآتب المصفوفة التالية على الشكل المثلثي

3 4 0 2
4 5 2 4
0 0 0 2
0 0 0 1

N

− 
 − − =
 −
  − 

  

  تمرين
  .لتكن لدينا المصفوفة التالية المرفقة لتطبيق باطني

4 1 1
1 4 1
1 1 4

B
 
 =  
 
 

  

  .جد القيم الذاتية للمصفوفة  )1

  .هل المصفوفة قابلة للتقطير؟ علل  )2
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  الجمل الخطية تمارين 21
  تمرين

  لتكن لدينا الجملة الخطية التالية

1
1

( )
1
1

y a z a t
x a z a t

S
a x a y t
a x a y z

+ + =
 + + = −
 + + =
 + + =

  

  .تحت أي شرط تقبل الجملة الخطية حلا وحيدا  )1

  .جد الحل في حالة قبول الجملة حلا وحيدا  )2

  .تحت أي شرط لا تقبل الجملة الخطية حلا  )3

  حل

2det محدد الجملة الخطية لدينا 1 4aA a= −  

2detإذا آان   )1 1 4 0aA a= −    فإن الجملة لكرامر و هي تقبل حلا وحيدا≠

  :الحل الوحيد هو  )2

( ) ( )2 2
2

1, , , 2 4 1,2 4 1, 1, 1
4 1

x y z t a a a a
a

= − + + − − −
−

  

2detالجملة لا تقبل حلا إذا  )2 1 4 0aA a= − = 

 و

0 1 1
1 0 1

0
0 1
1 1

a
a

a a
a a

−
≠  

  .مثلا

  تمرين

   ناقش حلول الجملة التاليةmحسب قيم الوسيط 

( )

( ) ( )

2 2 1
2 2 2

2 2 2 1 4

m x y z
x my z

mx m y m z

 − + − =
 + + = −
 + + + + =
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  حل

det ( 1)( 2)A m m m= − −  

  نميز حالتين

det ( 1)( 2) 0A m m m= − − ≠  

  تكون جملة لكرا مر و منه الحل وحيد
2

2

9 20
det

( 5)( 1)2
det

3 8 102
det

m mx
A

m my
A

m mz
A

 + +
=


+ − = −


 − −

=


  

det ( 1)( 2) 0A m m m= − − =  

m=0فتصبح الجملة   

2 2 1
2 2 2

2 4

x y z
x z

y z

− + − =
 + = −
 + =

  

–وللسطرين الأولين و التي محددها يساوي     x yفنعتبر الجملة الرئيسية في المحدد معدوم 
   و لدينا محدد مساعد واحد 4

2 2 1
2 0 2 20
0 2 4

−
− = −  

  . روشي فان الجملة مستحيلة-و منه حسب نظرية فونتيني

1m   تصبح الجملة =

2 1
2 2 2
2 4 2 4

x y z
x y z
x y z

− + − =
 + + = −
 + + =

  

   وللسطرين الأولين وx;yفي المحدد معدوم فنعتبر الجملة الرئيسية 

   و لدينا محدد مساعد واحد5–التي محددها يساوي 
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1 2 1
2 1 2 30
2 4 4

−
− = −  

  . روشي فان الجملة مستحيلة-و منه حسب نظرية فونتيني

2m    تصبح الجملة=

2 1
2 2 2 2
4 6 3 4

y z
x y z
x y z

− =
 + + = −
 + + =

  

– و التي محددها يساوي  وللسطرين الأولينx ;yالمحدد معدوم فنعتبر الجملة الرئيسية في 
   و لدينا محدد مساعد واحد 4

0 2 1
2 2 2 28
4 6 4

− = −  

  . روشي فان الجملة مستحيلة-و منه حسب نظرية فونتيني

  تمرين

  ناقش حلول الجملة حسب قيم الوسيط

1
1
1

ax y z
x ay z
x y az

+ + =
 + + =
 + + =

  

  حل

  محدد الجملة الأساسي يساوي

3 2

1 1
det 1 1 3 2 ( 1) ( 2)

1 1

a
A a a a a a

a

 
 = = − + = − + 
 
 

  

  لدينا حالتان

  detA=0لى الحالة الأو

  .لدينا مالا نهاية من الحلول لأن المحددات الجزئية الثلاث معدومة a=1من أجل 
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 الجملة مستحيلة الحل لأن لدينا على الأقل محدد جزئي غير معدوم  a=2من أجل 

1 1 1
1 2 1 0
1 1 2

 
  ≠ 
 
 

  

detنية الحالة الثا 0A ≠  

  هي جملة لكرامر و منه فالحل وحيد و يساوي
11 1 1 1 1 1 1

11 1 1 1 1 1 1
2

1 1 1 1 1 1 1

a x x a
a y y a

a
a z z a

−
            
            = ⇒ = =            +            
            

  

  تمرين

  حل الجمل

0
2 3 4 0

4 11 10 0

x y z
x y z

x y z

+ + =
 − + =
 − + =

 ،
2 0

2 7 2 0
3 0

x y z
x y z
x y z

+ − =
 + − =
 − + + =

  

  حل

0
2 3 4 0

4 11 10 0

x y z
x y z

x y z

+ + =
 − + =
 − + =

  x=-(7/5)z , y=(2/5)z حلها 

2 0
2 7 2 0

3 0

x y z
x y z
x y z

+ − =
 + − =
 − + + =

  x=z , y=0 حلها 

  تمرين

  الجمل التالية ناقش حل 

2 4

2 4

2 4

x ay a z a
x by b z b
x cy c z c

 + − =
 + − =
 + − =

 ،2

3

1m x y z t
x m y z t m

x y m z t m
x y z m t m

+ + + =
 + + + =
 + + + =
 + + + =
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  تمرين

  جد حلول الجمل التالية

3 2 0
2 3 0

3 5 4 0
1 7 4 0

x y z
x y z

x y z
x y z

+ + =
 − + =
 − + =
 + + =

 ،

2

2 2 2

1x ay a z
x ay abz a

bx a y a bz a b

 + + =
 + + =
 + + =

  

  تمرين

  حل الجملة

2 0
2 0

7 5 5 5 0
3 2 0

x y z t w
x y z t w

x y z t w
x y z t w

− + + + =
 + − − + =
 + − − + =
 − − + − =

  

  تمرين

  لتكن لدينا الجملة الخطية التالية

1
1

( )
1
1

y a z a t
x a z a t

S
a x a y t
a x a y z

+ + =
 + + = −
 + + =
 + + =

  

  .ط تقبل الجملة الخطية حلا وحيداتحت أي شر  )1

  .جد الحل في حالة قبول الجملة حلا وحيدا  )2

  .تحت أي شرط لا تقبل الجملة الخطية حلا  )3

  تمرين

  حل الجمل الخطية التالية

2 3 3
2 5

3 2 7

x y
x y
x y

+ =
 − =
 + =

 ,
2 3 5

3 2 2 5
5 3 16

x y z
x y z
x y z

+ − =
 − + =
 − − =

, 
2 0

2 7 2 0
3 0

x y z
x y z
x y z

+ − =
 + − =
 − + + =
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  تمرين 

  ناقش حلول الجملة

cy bz l
az cx m
bx ay n

− =
 − =
 − =

  

   التي من أجلها يكون للجملة تالية حلاa ما هي قيمة









=+−+
=+−+
=++−

atzyx
tzyx
tzyx

1147
242
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